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Aprender de didactikids
UN IMPULSO PARA VOLVER A REVISAR
LA LINEA NUMERICA ABIERTA (VACIA)®

Primera parte

Marja van den Heuvel-Panhuizen?

En este articulo analizo las percepciones de los estudiantes como una fuente
para comprender la educacién. Se refiere a lo que los nifos didacticamente experimenta-
dos, llamados didactikids, nos han ensefiado acerca de la linea numérica abierta (vacia)
como un modelo didactico para ensefar calculos con nimeros naturales. También informa
acerca de un estudio de consulta a estudiantes que se llevd a cabo en los Paises Bajos. Los
descubrimientos son similares a los que revel6 una investigacion australiana. En ambos se
explica qué puede resultar erréneo cuando la linea numérica se aplica tanto rigida como
incorrectamente.

a linea numérica abierta o vacia (una linea sin ntimeros o marcas) es un mo-
delo didactico para ensefiar calculos con ntimeros naturales en los prime-
ros anos de la escuela primaria. Los nifios, a quienes llamo didactikids, im-
pulsaron una reflexion sobre el tema. Se trata de verdaderos expertos didacticos
cuya manera de comprender la ensenanza tal vez se deba a un padre o pariente
que trabaja en educacion. Todos los nifios, no obstante, tienen el potencial para
convertirse en didactikids cuando se les da la oportunidad de reflexionar sobre
la educaciéon. Como se mostrara en este trabajo, los maestros, los formadores

Este articulo es una version extendida de: Van den Heuvel-Panhuizen, M.,““Learning from ‘didactikids’: An
impetus for revisiting the empty number line”, en Mathematics Education Research Journal, 20(3), 6-31,2008.
Traduccion de Nora Da Valle y Fernanda Gallego (Grupo Patagénico de Didactica de la Matematica.
www.gpdmatematica.org.ar).
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de maestros, los investigadores y quienes desarrollan la educacién matematica
pueden aprender mucho de los didactikids.

Analizaremos algunos aspectos importantes que tienen que ver con el uso de
la linea numérica abierta (vacia), basaindonos en lo que estos expertos didacticos
pusieron en primer plano sobre su experiencia con esta linea y con lo que puede
resultar mal cuando este modelo didactico no se implementa de la manera en
que fue originalmente conceptualizado. En otras palabras, este articulo tiene
dos focos: la cuestion del aprendizaje de los nifios y la linea numérica abierta
(vacia).

En el pensamiento habitual sobre la educacion matemaética, las contribucio-
nes de los nifios para el desarrollo de la ensefianza de la matematica son al-
tamente valoradas. En los Paises Bajos, Freudenthal sent6 las bases para esta
apreciacién con las observaciones inspiradoras de sus hijos y nietos. Su meta
fue construir conocimiento sobre el desarrollo cognitivo de los nifios y generar
pautas para la educacién a través de su observacion.

La creacién del conocimiento didactico fue también el objetivo de un estudio
de consulta a alumnos que llevé a cabo hace poco. Sin embargo, en él, las pau-
tas que se idearon para ensenar matematica fueron adquiridas de una manera
diferente. En lugar de observar el desarrollo de los nifios, yo les pregunté di-
rectamente acerca de su experiencia didactica. La parte principal de este ar-
ticulo es precisamente un informe de este estudio, donde entrevisté a dos nifias
sobre sus pensamientos acerca de algunos temas de aprendizaje determinados
y del enfoque que ellas elegirian si ensefiaran a otros nifios.

Uno de los topicos que conversé fue la linea numérica abierta (vacia). Para
ellas, la linea numérica parecia ser un factor limitante, y la entrevista aclaré por
qué. Luego de un cuestionamiento mayor, se descubrié que la forma en que se
les habia ensefiado la linea numérica habia contribuido a sus ideas negativas
sobre la utilidad de dicha linea. Mas adelante en la entrevista, estos didactikids
revisaron su opinién y dieron una propuesta atil.

Después de conducir la consulta a estudiantes en los Paises Bajos, me enteré
de un estudio similar realizado en Australia en el cual Janette Bobis entrevistd
a su hija sobre la linea numérica abierta (vacia).> Los resultados de ambos es-
tudios son llamativamente similares. Ambos apoyan la conclusién de que la
forma en que se les pide a los nifios trabajar con la linea puede ser perjudicial en
el desarrollo de su habilidad para operar con nameros. Tomé las experiencias de
estos estudios como punto de partida para revisar los resultados de otras inves-
tigaciones y enfoques de la linea numérica abierta (vacia) a fin de llegar a una

2 Bobis, J. y E. Bobis, “La linea numérica abierta (vacia): Haciendo visible el pensamiento de los nifios”,
en M. Coupland, J. Anderson y T. Spencer (eds.), Haciendo la matemdtica vital: Procedimientos de la 20°
conferencia bienal de la Asociacién Australiana de Profesores de Matemadtica (pp. 66-72), AAMT, Sydney, 2005.
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mejor comprension de los aspectos clave del uso de esta linea como un modelo
didéctico para ensefiar cdlculos con nimeros naturales. En este articulo resumo
mi proceso de investigacion.

Las percepciones de los nifios como una fuente de comprensiéon de la educacion

Desde el comienzo del proyecto de reforma en 1968, Wiskobas, que luego se
transformo en la Educacién Matematica Realista (EMR),* siempre ha habido una
gran cantidad de contribuciones desde los nifios en el desarrollo de la educa-
cion matematica holandesa. De acuerdo con La Bastide-Van Gemert,* observar
a los nifios podria considerarse como el aspecto més innovador del trabajo de-
sarrollado por Wiskobas.

El fundamento para este enfoque fue realizado por las observaciones que
Freudenthal hizo de sus hijos y sus nietos. El dio un buen ejemplo a otros. No
fue s6lo el nieto de Freudenthal, Bastian,® quien mostr6 cudn altas estan las
nubes en el cielo en un dia soleado en comparacién con las nubes que son pre-
cursoras de lluvia, sino también el hijo de Streefland, Coen,® quien pensoé que la
ballena en un péster fue representada demasiado grande.

Las observaciones que se llevaron a cabo de Bastian y Coen abrieron nues-
tros ojos a las entradas cualitativas del concepto de razon, la relacién entre ra-
z6n y medida, y las raices visuales de la razén. Todos estos aspectos son muy
importantes para la ensefianza de la razén y constituyeron descubrimientos di-
dacticos en los dias de la ensefianza mecanica de la matematica.

Freudenthal no sélo dio un buen ejemplo para consignar “observaciones
incidentales”,” también indic6 el punto crucial de estas observaciones: “Lo
que cuenta (en los procesos reales de ensefianza), son las discontinuidades, los
saltos”.® Esto es, son los descubrimientos propios de los nifios los que marcan
los saltos en su desarrollo. Freudenthal creia que tenemos que observarlos indi-
vidualmente para seguir las huellas de estos descubrimientos.

Ver para una vision concisa Van den Heuvel-Panhuizen “La Educacién Matematica Realista en los Paises
Bajos”, en ]. Anghileri (ed.), Principios y prdcticas en la ensefianza de la aritmética: Enfoques innovadores
para las aulas primarias, pp. 49-63, Universidad de Prensa Abierta, Buckingham, Filadelfia, 2001a.

La Bastide-Van Gemert, S., “Elke positieve actie begint met critiek”. Hans Freudenthal en de didactiek van
de wiskunde (“La critica es el comienzo de toda la accién positiva”. Hans Freudenthal y la diddctica de la
matemadtica), Uitgeverij Verloren, Hilversum, 2006.

Ver Freudenthal, H.,“Aprendiendo procesos”, conferencia en una presentacion de la reuniéon de NCTM
en Boston, |8 de abril de 1979; Van der Velden, B., “Entre ‘Bastiaan ou de I'’éducation’ y ‘Bastiaan
unddie Detektive’”, en Zentralblatt fiir Didaktik der Mathematik (zpm), num. 6, pp. 201-202, 2000.
VerVan den Brink, . y L. Streefland, “Nifios pequefios (6-8): Razén y proporcién”, en Estudios Educacio-
nales en Matemdtica, nim. 10, pp. 403-420, 1979.

Ver Freudenthal, Appels en peren / wiskunde en psychologie (Manzanas y peras / matematica y psicologia),
Van Walraven, Apeldoorn, p. 101, 1984,

8 Idem., p.103.
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Si tomamos el promedio de un ntimero de nifios, achatamos los saltos. El nifio pro-
medio, en realidad, muestra un desarrollo continuo. Pero si miramos mas deteni-
damente al individuo, veremos los saltos, y en cuanto a mi concierne, ellos son lo

tnico que interesa.’

Al respecto, Freudenthal, en contra de las ideas de la época, expuso la fuerza
de la evidencia del pequefio caso cualitativo como objeto de investigacion.™
Y, ademas, encontr6 la confirmaciéon para esto en la ciencia: “Sélo un péndulo
de Foucault fue suficiente para demostrar la rotacién de la Tierra”." En alguna
otra parte él enfatiz6: “Una buena observacion puede ser més valiosa que cien-
tos de tests o entrevistas”.? En ocasién del cumpleafios 75 de Freudenthal, Van
der Brink® se refiri6 a los nifios que estaban siendo observados como a “nifos
que ensefian”.

La investigacion de Freudenthal consisti6 mayormente en observaciones in-
cidentales. El rara vez realizé experiencias intencionales' y no le gustaban las
encuestas o listas de opiniones para maestros y alumnos."” Segtn él, éstas solo
producian reacciones inttiles, poco confiables o predecibles. Aunque compren-
do su punto de vista y comparto su escepticismo, pienso que Freudenthal ha-
bria emitido un juicio diferente si hubiese entrevistado a nifios sobre educacion.
A pesar de todos los argumentos a favor de hacer uso del conocimiento de los
alumnos, la investigacién de sus percepciones no es una préactica de investiga-
cién bien establecida.’® De todas maneras, como mostraremos en lo que sigue,
los estudios que se han realizado revelaron que las perspectivas de los nifios
acerca de la educacién podrian traer un nuevo conocimiento de las aulas.

Algunos descubrimientos generales acerca de las percepciones
de los alumnos acerca de la educacion

Esta apelacion directa a las destrezas de los alumnos en el drea de la educaciéon
es lo que yo tenia en mente con mi estudio de consultas a alumnos. Pero antes

? Idem., p.103. (Algunas citas en este articulo son traducciones de la autora del holandés del texto original).

10 Freudenthal, H., 1979, op. cit.

1 Freudenthal, H., 1984, op. cit., p. 101.

12 Freudenthal, H., 1984, op. cit,, p. 19.

3 Van den Brink, J. y L. Streefland, “Onderwijzende kinderen” (“Nifios que ensefian”), en iowo, Kijk op
Hans (Una mirada a Hans), owo, Utrecht, p. 6, 1980.

14 Freudenthal, H., 1984, op. cit.

15 Freudenthal, H., Sacando malezas y sembrando. Prefacio de una ciencia de la educacién matemadtica, Reidel,
Dordrecht, 1978; Freudenthal, H., “Ontwikkelingsonderzoek” (“Investigacién para el desarrollo”), en
K. Gravemeijer y K. Koster (eds.), Onderzoek, ontwikkeling en ontwikkelingsonderzoek (Investigacion, de-
sarrollo e investigacion para el desarrollo), oc&ow, Universidad de Utrecht, Utrecht, 1988.

16 Keitel, C.,“Los valores en la practica de la ensefianza de la matematica: La perspectiva de los alumnos”,
trabajo presentado en la Conferencia del Estudio de la Perspectiva del Alumno, Equipo Internacional
de Investigacion, Universidad de Melbourne, | a 3 de diciembre de 2003.
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de describir este estudio, me gustaria explorar méas lo que se sabe acerca de las
percepciones de los alumnos respecto de la educacién. Mi objetivo especial en
esta resefia es ver si las percepciones de los alumnos se utilizan como sugeren-
cias sobre como ensefiar. Descubri que los estudios que investigan cémo los
alumnos perciben la educacién matematica son escasos, por lo que esta resefa
incluye estudios de otras materias, no s6lo de matematica. Este trabajo com-
prende todos los niveles de alumnos desde preescolar y jardin de infantes (kin-
der) hasta la universidad.

Para comenzar, es importante comprender que hay diferentes interpretacio-
nes de las percepciones de los alumnos. Por ejemplo, Fraser'” hace una distincion
entre las percepciones de la ensefianza real o experimentada de las percepciones
de la ensefianza ideal o preferida, mientras que McRobbie, Fisher y Wong'® dis-
tinguen entre las percepciones de los alumnos respecto de la clase completa en
contraste a las percepciones de la ensefianza en cuanto a los papeles personales
de los alumnos o los subgrupos en situaciones de aprendizaje.

Lo que tienen en comuin todos estos estudios es que reportan que investigar
las interpretaciones de los alumnos en cuanto a lo que sucede en las aulas pro-
porciona, tanto a practicantes como a investigadores, informacién valiosa. Por
ejemplo, Dahlberg, Moss y Pence, que investigaron la calidad del cuidado en
la primera infancia, dicen “los nifios tienen una voz propia, y deberian ser es-
cuchados como un medio de tomarlos en serio, involucrandolos en un dialogo
democrético y en la toma de decisiones y comprension de la nifiez”." Spratt®
resalté el papel que los alumnos pueden desempefiar en el disefio de materiales
y curriculo.

El patrén principal que surge es que las percepciones de los alumnos difie-
ren claramente de las de los maestros. A menudo, estos tltimos se sorprenden
cuando se enteran de los pensamientos y sentimientos de sus discipulo.” En
algunos casos, en especial en lo que concierne a las evaluaciones de las innova-
ciones educativas, estas discrepancias son alarmantes. Por ejemplo, en una in-
vestigacion que llevé a cabo a nivel de secundaria, Hagborg® encontré diferen-

7 Fraser, B. J.,“Ambientes para la ensefianza de la ciencia: Evaluacion, efectos y determinantes”, en B. .
Fraser y K. G, Tobin (eds.), Manual internacional de la educacion de la ciencia, Parte uno, pp. 527-564,
Kluver, Londres, 1988.

18 McRobbie, C. ., D. L. Fisher y A. F L.Wong, “Formas personales y de la clase de los instrumentos am-
bientales del aula”, en B. . Fraser y K. G.Tobin (eds.), Manual Internacional de la educacion cientifica,
Parte uno, pp. 581-594, Kluwer, Londres, 1998.

¥ Dahlberg, G., P. Moss y A. Pence, Mds alld de la calidad de la educacién y el cuidado en la primera nifiez:
Perspectivas Posmodernas, Falmer, Londres, p. 49, 1999.

2 Spratt, M., “How good are we at knowing what learners like?”, en System, nim. 27, pp. 141-155, 1999.

21 Barkhuisen, G. P,“Descubriendo las percepciones de la clase de Est (alumnos que aprenden inglés) de
las actividades de ensefianza-aprendizaje en el contexto Sudafricano”, en TesoL Quarterly, nam. 32 (1),
pp- 85-107, 1998.

2 Hagborg,W. J.,“Las percepciones de los alumnos y maestros de los métodos de instruccién en las clases y
procedimientos de evaluaciéon”, en Evaluacion y Planificacién del Programa, nam. 17 (3), pp. 257-260, 1994.
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cias notables entre maestros y alumnos cuando se examinaron los métodos de
instruccién. A menudo las apreciaciones de alumnos y maestros revelaron que
los primeros veian los métodos de instruccion como limitados en su visiéon y
centrados en el maestro (por ejemplo: conferencias y trabajos en los cuales los
alumnos debian permanecer sentados), mientras que los maestros consideraron
que sus propios métodos de instrucciéon abarcaban una amplia variedad de mé-
todos y requerian una participacion activa de los alumnos (por ejemplo: trabajo
en grupos pequenos).

Otra demostracion de una diferencia clave entre las percepciones de maes-
tros y alumnos se describe en un estudio japonés llevado a cabo en el marco
del Estudio de la perspectiva del que aprende (Lps).” Como reporté Clarke, la es-
tructura distintiva de la investigacién del Lps fue la grabacién en video de una
secuencia de diez lecciones seguidas de entrevistas posteriores a las lecciones
en las cuales los estudiantes y maestros vieron los videos individualmente y
se les pregunto al respecto. Se pidi6 a los sujetos que fueron investigados que
avanzaran en el video a partes de la lecciéon que parecieran importantes para
ellos y explicaran qué habia sido notable. En el estudio de Shimizu® que utiliz6
este procedimiento, los datos fueron recolectados en tres escuelas secundarias
publicas en Tokio, y muchos de los estudiantes fueron llevados a avanzar en lo
que sus maestros consideraban la esencia (“Yamaba”) de la leccién.

Un aspecto que tal vez tenga un papel preponderante en las discrepancias
entre las percepciones de alumnos y maestros es el de las diferentes preferencias
respecto a las actividades en el aula. Spratt® observé que los maestros no tienen
una idea clara de las preferencias de los alumnos por determinadas actividades.
Cuando Spratt” investigaba a estudiantes que aprendian inglés a nivel terciario
en Hong Kong, encontré que los maestros fueron capaces de evaluar las prefe-
rencias de los estudiantes con precisién en s6lo 50% de las actividades. Segtn el
autor, este hallazgo tiene consecuencias de largo alcance para la toma de deci-
siones informadas en educacién por parte de los maestros, y para aquellos que
estan involucrados en el disefio educacional. Esto podria eventualmente tener
implicancias considerables para la efectividad de la instrucciéon. Como expresé
Kumaravadivelu,® “cuanto mas angosta sea la brecha entre la intencién del

2 Ver: www.edfac.unimelb.edu.au/DSME/Ips.

2 Clarke, D. )., Comunicacién personal, 2005.

% Shimizu,Y.,“Las discrepancias en las percepciones de la estructura de las lecciones entre el maestro y
los alumnos en el aula de matematica”, trabajo presentado en el simposio Perspectivas Internacionales
en las Aulas Matemadticas, en la Reunién Anual de la Asociacién Americana de Investigaciones Educacio-
nales, Nueva Orleans, | a 5 de abril de 2002.

2 Spratt, M., 1999, op. cit.

2 Idem.

28 Kumaravadivelu, B.,“Tareas de aprendizaje de la lengua: La intencién del docente e interpretacion del
alumno”, en Periédico de Aprendizaje del Idioma Inglés, nam. 45(2), p. 98, 1991.
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docente y la interpretaciéon del alumno, mayores seran las oportunidades de
lograr los objetivos de aprendizaje deseados”. Spratt” también plante¢ la cues-
tion de las preferencias de los estudiantes por un trabajo de aula mas tradicional
y menciond otros tres que llegaban a esta misma conclusion. En el area de la
educacion matematica, este conservadorismo de los estudiantes impide a los
maestros cambiar su practica, como demostraron Desforges y Cockburn.*

Los nifios pequefios son también muy capaces de dar una muy buena descrip-
cién de lo que sucede en las aulas. Wing* estudi6é un jardin (kinder) y un aula
de 1°y 2° grado durante un afio de clases. Durante este tiempo ella entrevistd
a 14 nifos de cada grupo. El estudio mostré que “en contraste con la méxima
de la primera infancia que ‘el juego es el trabajo de un nifio’, en las mentes de
los nifios, el juego no es trabajo”.** Los nifios tenian una vision clara acerca del
trabajo y del juego, y no los engafiaban las actividades de trabajo disfrazadas
de juegos. El juego y el trabajo “representaron diferentes experiencias para los
nifios, a pesar del hecho de que sus maestros intentaron hacer el trabajo como si
fuera un juego incorporando materiales manipulables, dando a los nifios la po-
sibilidad de elegir, y fomentando la exploracién y el descubrimiento”.*® En un
estudio posterior de Wiltz y Klein,* se investigaron las percepciones de nifios
en guarderias. Wiltz y Klein encontraron que los nifios de 4 afios demostraban
una conciencia y comprensién de los procedimientos y las actividades, y verba-
lizaban esta informacién con precisién en formas secuenciales y descriptivas.

La impresion general de los estudios mencionados es que el conocimiento de
los nifios de lo que estd sucediendo en el aula podria ser una fuente valiosa para
comprender la ensefianza y encontrar cémo podemos ensefarles matematica
de la mejor manera posible. Para estudiar los procesos complejos en las aulas,
los investigadores han desarrollado disefios de una complejidad creciente y mé-
todos de recolecciéon de datos y analisis, pero una mejor comprensién podria
encontrarse mds cerca. Este enfoque resalta la experiencia y destreza didéctica
de los ninos. El darles el papel de asesores educacionales no es frecuente en la
investigacion de la educacién matematica. Para referirme a esta negligencia,
llevé a cabo el estudio que se describe en la siguiente seccién.

¥ Spratt, M., 1999, op. cit.

% Desforges, C.y A. Cockburn, Comprendiendo al maestro de matemadtica. Un estudio de la prdctica en pri-
meras escuelas, Falmer, Londres, 1987.

31 Wing, L.A.,“El juego no es el trabajo del nifio: Las percepciones de los nifios pequefios del trabajo y
el juego”, en Publicacién Trimestral sobre La Primera Nifiez, nim. 10, pp. 223-247, 1995.

2 |dem., p.227.

% Ibidem.

% Wiltz, N.y E. L. Klein,“;Qué se hace en el jardin maternal? Las percepciones de los nifios de las aulas
de alta y baja calidad”, en Publicacién Trimestral de la Investigacion sobre la Primera Infancia, nim. 16,
pp. 209-236,2001.
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El estudio de consulta a los alumnos

El objetivo del estudio de consulta que conduje consistié en pedir a dos alum-
nas un consejo detallado sobre una amplia gama de temas con determinado
papel en la educacién matematica. Se tomo el enfoque de un caso de estudio
con dos alumnas a quienes se les realizé una consulta acerca de sus opiniones
y preferencias sobre varios aspectos de la educacion matematica. Las nifias son
gemelas de 11 afios, Ylja y Joni, que asisten a la misma escuela. Ambas cursan 5°
grado, aunque no estan en el mismo grupo.

Figura 1. Ylja y Joni sefialan cudles problemas les gustan y cuales no.

Ylja y Joni fueron invitadas a participar en esta consulta a estudiantes. Su
participacion en investigaciones anteriores las habia involucrado en probar una
serie de problemas; éstos se crearon para investigar con qué grado de correccién
los nifios que son buenos en matematica se desempefian en la resoluciéon de
problemas tipo rompecabezas.® Ylja y Joni no sélo disfrutaron de la resoluciéon
de estos problemas sino que espontdneamente proveyeron muchas sugerencias
para una mejor manera de ensefiar a alumnos destacados.

Ylja y Joni no son alumnas promedio, pero eso no significa que sean parti-
cipantes de investigacion inadecuadas. El objetivo de esta consulta a estudian-
tes no so6lo fue extraer conclusiones generales vélidas sobre lo que los alumnos

% Ver: Van den Heuvel-Panhuizen, M. y C. Bodin-Baarends, “Todo o nada: La resolucién de problemas
por nifios con logros altos en matematica”, en Periédico de la Sociedad Coreana de educacién Matemati-
ca, nim. 8(3), pp. 1 15-121,2004.
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piensan acerca de la educacién matematica, sino también comprender mejor el
aprendizaje y la ensefianza de la matematica escuchando lo que los nifios tienen
que decir acerca de la practica de ensefianza.

Para este estudio de consulta, se entrevist6 a Ylja y Joni dos veces: una en-
trevista exploratoria y una mds extensa. Los temas de las entrevistas incluyeron
resultados recientes de investigacion y nuevas cuestiones relacionadas con la
educacion.

Primera entrevista

La primera entrevista dur6 una hora y media, y se hizo con intenciones explo-
ratorias. Aqui Ylja y Joni pudieron hablar libremente acerca de sus experien-
cias con la educaciéon matemética. Como introduccion, les dije que yo queria
encontrar la mejor manera de ensefiar matemaética a los nifios y cémo mejorar
la educacién matemaética. La respuesta de Ylja y Joni a esta introduccion fue no-
table, pero totalmente de acuerdo con la manera en la cual me dirigi a ellas. No
se sintieron intimidadas. No hubo risitas entre ellas. Las traté como expertas y
ellas reaccionaron en consecuencia.

La primera entrevista no fue grabada en audio o video: tomé algunas fo-
tografias y escribi notas. Estas notas no son un informe completo palabra por
palabra.

Un tema central en la primera entrevista fue ver si Ylja y Joni pensaban que
la matemadtica era o no una materia divertida y por qué. La siguiente es una
impresién de lo que se dijo respecto a este tema.

Gusto/disgusto por la matemdtica. Aunque Ylja y Joni eran buenas en matema-
tica, ninguna de ellas expres6 gusto por esta materia.

YLJA: Lo que a mi no me gusta es que uno siempre tiene que hacer los mismos pro-
blemas como 84 x 62. Otra cosa que no es divertida tampoco es cuando los
chicos en la clase no entienden determinados problemas y el maestro comienza a
explicar estos problemas nuevamente a todo el grupo. Entonces se empiezan
a oir las quejas de los niios. Siempre hay nifios que tienen dificultades para
entender los problemas. Eso no es tan malo. Todos tenemos cosas particulares
que nos resultan dificiles, dificultades.

JoNI: Seria bueno si hubiera un arreglo particular (como) los que lo entienden pue-
dan hacerlo solos; los que no, puedan obtener mds explicacion. La regla ahora
es que todos recibimos mds explicacion.

Otra razén que dieron Ylja y Joni para explicar por qué no les gustaba la ma-
tematica fue que no era lo suficientemente retadora. Una cosa que les disgusta-
ba en especial era escribir mucho para resolver los problemas matematicos.

YLA: Me gusta que existan las abreviaturas (sic.).
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Ademas, a ellas les disgustaba tener que resolver muchos problemas. Los
problemas no deberian llevar mucho tiempo. De todas maneras, a ellas les gus-
taba pensar sobre problemas. Extendiéndose en esto, Joni dijo:

JONL: El docente siempre estd explicando como resolver un problema, pero no porque
esto sea verdad.

yLjA: Uno no puede comprobar todo; por ejemplo 1 + 1 = 2. He leido acerca de esto
en “El demonio del niimero.”

JONL: Los nitios de la clase se preguntan unos a otros a menudo por qué no se permite
determinada estrategia o por qué es correcta, también.

Ylja aclaré que ella no sabe por qué los nifios se hacen estas preguntas entre
ellos y por qué no le preguntan al docente.

YujA: Esa es una prequnta dificil.

Como Ylja y Joni estaban muy ansiosas por decirme lo que pensaban acerca
de las series de libros de texto, se decidi6 tomar el uso del libro de texto como
uno de los puntos a discutir més a fondo en la segunda entrevista.

Sequnda entrevista

La segunda entrevista fue mas estructurada y se les pidi6 que reaccionaran ante
un nimero de hallazgos de la investigacion o nuevas cuestiones sobre la educa-
cién matemaética o educacién en general. Las nifas fueron consultadas en diez
aspectos en total:

1. ;Cual es la mejor manera de ensefiar a los nifios que no son fuertes
en matematica?

(Es posible aprender algo cuando uno estd dormido?

¢Ayuda mascar chicle durante una prueba de matemaética?

(Cuadles son tus ideas acerca de una escuela de vacaciones?

({Coémo deberia usar un maestro la serie de textos Pluspunt?
Suponiendo que fueras a iniciar una escuela, ;cémo seria esta escuela?
(Es la matematica una materia escolar rara? ;Por qué?

¢Cuales son tus ideas sobre la practica?

0 % N kN

¢Ayuda una linea numérica abierta a resolver problemas?

—
e

(Qué opinas de las lecciones de matematica? ;Qué harias diferente?

Los temas se presentaron en PowerPoint. En cada punto, primero se dio in-
formacion a los nifios, después de la cual se los invité a dar sus opiniones. Por
ejemplo, en el caso de la pregunta 1, se mostré un recorte de periédico acerca
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de investigaciones realizadas en la educacion especial. Luego se explico el re-
sultado de la investigacién mas importante, es decir, que ensefiar una particular
estrategia para la resolucion de problemas numéricos resulté ser la mejor estra-
tegia para los alumnos con dificultades. Después, se les pregunt6 a Ylja y Joni
qué pensaban de este hallazgo. Se grabé la entrevista completa en video, que
llevé alrededor de dos horas, y el sonido de la grabacion de video se transcribié
al pie de la letra.

La vision de Ylja y Joni acerca de la linea numérica abierta

De los diez puntos que fueron presentados a Ylja y Joni, s6lo uno se analiza en
este trabajo: el uso de la linea numérica abierta (vacia).

La linea numeérica abierta (vacia) como un modelo diddctico

Una breve reflexion antes de la investigacion

La linea numeérica abierta (vacia) es uno de los modelos didacticos mas impor-
tantes para ensefar célculos con niumeros hasta 100 y 1000 dentro de la Educacién
Matemitica Realista.’® Este modelo ha sido aceptado ampliamente en los Paises
Bajos. Los que realizan el desarrollo del curriculo, los maestros y los investiga-
dores enfatizan su importancia. Su uso es un modelo mental flexible para apo-
yar la suma y la resta, mas que una linea para medir en la cual se puede leer los
resultados exactos de las operaciones. Las lineas numéricas también se hallan
en todas las versiones nuevas de los textos de matemaética, aunque no siempre
se usan como se concibieron.

Entrevista, prequnta 9
Para introducir el tema, se present6 a las nifias el siguiente problema:

386 +298=__

El problema se present6 con una representaciéon horizontal. Sin otra instruc-
cién acerca de cémo resolverlo, Ylja y Joni fueron invitadas a encontrar la res-
puesta. Sin dudar, ambas comenzaron a hacer el algoritmo que se muestra en las
figuras 2a y 2b. Las dos usaron el método algoritmico de cifrado.

% Ver, por ejemplo: Treffers, A., “El trasfondo didactico de un programa matemdtico para la educacion
primaria”, en Streefland (ed.), La Educacién Matemdtica Realista en la Escuela Primaria (pp. 21-56
Prensa CD-f/ Instituto Freudenthal, Universidad de Utrecht, Utrecht, 1991; Van den Heuvel-Panhuizen,
M. (ed.), Los nifios aprenden matemadticas. Una trayectoria de aprendizaje-ensefianza con objetivos inter-
medios para el cdlculo con nimeros naturales en la escuela primaria, Correo del Maestro y La Vasija,
México, 2010.
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198
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Figura 2a. El trabajo deYlja. Figura 2b. El trabajo de Joni.

Cuando les pregunté si habia otra manera de hacerlo, ellas mencionaron la
estrategia de calculo en columna. Esta es mas o menos estandar en los Paises
Bajos como la primera etapa en una estrategia escrita de cifrado.”” En ella, los
nimeros se procesan como numeros completos méas que como digitos indivi-
duales (ver fig. 3). Ylja y Joni consideraron esto mas sencillo que realizar una
resolucién de algoritmo cifrado.

b
258 4
(U
AV

Figura 3. La demostracion de Ylja de una
estrategia de cdlculo en columnas.

Cuando se pregunto a las nifias si este problema podria haber sido resuelto
usando la linea numérica, emergié su frustracion.

JONL: Puede ayudar, si uno no entiende todas las demds formas que pueden usarse
para la resolucidn de estos problemas.

% Ver: Van den Heuvel-Panhuizen, M. (ed.), 2010, op. cit.
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YUA: En realidad, de todos los aiios de matemitica, el mds tonto es 2° grado porque
sigue insistiendo sobre la linea numeérica. ..

JoNt: Uno tiene que hacer casi todo con la linea numeérica.
YLJA: No se te permite usar cualquier otra manera. Tienes que usar la linea numérica.

JoNL: Por lo que sé, la linea numeérica es para nirios que no son tan buenos en
matemdtica.

yujA: Ves, para ellos es muy ficil, una linea numeérica, para calcular algo paso
por paso.

JONL ...para algunos nifios la linea numérica es mds rapida que calcular uno de-
bajo de otro, simplemente porque ellos no entienden como calcular uno debajo
de otro...

Luego intenté impulsarlas a considerar la opcién de aplicar una estrategia
de célculo ingenioso en la cual 386 mas 298 se cambia a 386 mas 300 menos 2, la
cual no funcioné:

YO: Pero mira los dos niimeros.

Joni e Ylja comenzaron a explicar su percepcién del itinerario longitudinal
de aprendizaje:

JONL: (...) nosotros aprendemos, por ejemplo, la linea numérica primero. En tercer
grado nos colocamos entre barras. (Esto significa con lineas de posicion que
dividen unidades, decenas y centenas). En 4° grado aprendemos uno debajo
de otro, asi (calculo en columna). En 5° grado aprendemos asi, uno debajo de
otro (ella se refiere al cdlculo algoritmico del método de cifrado). Para mi, esto
podria ir mds rdpido (...)

yuJA: En 3° tienes que calcular entre barras. Yo realmente no sé mds como funciona
eso. Entonces no lo puedo mostrar. O con una linea numérica (...).

Se hizo otro intento mds para llevarlas a considerar la estrategia ingeniosa.

Yyo: Mira los ntmeros. ;Qué tienen de especial? Si tuvieras que hacer una
estimacion de la respuesta de esta suma.

JONL: Entonces haria trescientos mds trescientos. ..
yo: Pero también puedes mantener el 386 intacto, y luego decir...

JONI: Yo hago eso, pero luego de repente se transforma en algo mucho mds fdcil,
entonces es solo 686 menos 2.

JONL: (...) en 4° grado, cuando los nifios quieren hacer trucos con ceros, por ejem-
plo, en la suma, no, con la multiplicacion o division (el maestro dice) “ahora
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ustedes van a aprender como deberia hacerse” (...) y en 5° grado uno aprende
trucos para sacarlo correctamente.

JONL: Y éste, por ejemplo, es uno de esos trucos.
Yo: ;Esun truco?
YLJA: Bueno, si, en realidad es mds ficil calcularlo con un truco.

JoNI: (Este es) un truco para un cilculo mds simple. Excepto cuando estamos apren-
diendo —algunos nirios ya han descubierto este truco, ya lo estdn usando en su
cabeza— pero estamos aprendiendo otras cosas primero.

YLIA: No estamos aprendiendo realmente esto en la escuela.
Yo: ¢No estdn aprendiendo esto?

YLJA: Si, los nifios, muchos nifios lo estdn usando, pero nunca se explica. Entonces
los que no piensan en esto no lo pueden usar de una manera rapida y simple.

yo: Entonces cuando yo les pido “calculen este problema”, ;ustedes estan
yendo casi automaticamente a poner los niimeros uno debajo del otro
y lo calculan?

YLJA: S, pero yo realmente no habia mirado bien este problema. Yo por lo general me
fijo, “Oh, espera, es mis ripido de esta manera.”

JONI: A menudo dice (en el texto)... Algunas veces dice “calcula” y otras veces dice
“calcula de manera ingeniosa”.

YLJA: Y luego tii cambias. Si dice, “Calcular de manera ingeniosa” inmediatamente
tratas de descubrir como lo puedes hacer de la manera mds fdcil.

Pero Joni todavia no estaba convencida de que usar la linea numérica fuera
una manera ingeniosa.

JONL: Puede ayudar, puede ayudar aiin muy bien, pero para los nifios que pueden
hacer otras cosas buenas también, una linea numeérica es solo una pérdida de
tiempo. Es incomoda.

Luego yo mostré una solucién utilizando la linea numérica (ver fig. 4).

63 ¢86
38¢

Figura 4. Solucién en una linea numérica abierta (vacia).
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YO: (...)ta haces un salto grande de trescientos, y luego dos para atrés.

YLJA: Si, pero ésa no es la manera como aprendimos la linea numérica. Nosotros real-
mente aprendimos que primero sumas doscientos, luego noventa y luego ocho.

Jont: Nosotros no...
YUjA: Esta manera...
JONI: (Realmente no usamos esto demasiado.) Muy ocasionalmente puede ser.

YLA: En el momento en que nosotros como que le tomamos la mano a esto, ya esti-
bamos haciendo estos pasos de memoria.

Yo volvi a las experiencias frustrantes de Ylja y Joni con la linea numérica.
YO: ¢Pero no tienen buenos recuerdos de esto?
AMBAS NINAS: No...
Yo: ;Me podrian explicar por qué?

YLJA: Porque tii siempre tenias que usarla, siempre (...) Entonces tenias un proble-
ma frente a ti y te decian: “Debes usar la linea numeérica.”

JONL: Y habia tan poca variacion. Casi siempre cuando teniamos un problema de
suma o resta, siempre teniamos que usarla.

vyo: Entonces, ;ustedes lo hubieran hecho de manera diferente?

YLJA: Si. (...) Porque la linea numérica misma es muy iitil. La linea es muy clara
para algunos nitios, (...) pero tan pronto como sabes otra manera de calcular
esos niimeros, esa clase de problemas, ya no la necesitas mds. Porque hay tan-
tas maneras diferentes de hacerlo...

JONL: ...y que son mds rdpidas.

yo: (...) rdpido también, cuando ya no necesitas dibujar la linea numérica
pero la tienes en tu cabeza, como si ahi estuviera.

AMBAS NINAS: [Si!...
JONIL: Pero entonces tii todavia la estds usando.

YLjA: Entonces, como que, primero aprendes la linea numeérica. Después te la apren-
des de memoria, y luego, como que puedes explicar lo que hiciste en tu cabeza.
Es realmente lo mismo que la linea numérica. Y tan pronto como los nifios
entienden eso, ellos cambian, “Hey, yo puedo hacer la linea numérica en mi
cabeza”, ellos usan esa linea numérica en su mente.
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Volviendo a mirar la prequnta 9 de la entrevista

La primera cosa que resalté con las respuestas de las dos nifias es lo profesiona-
les que fueron Ylja y Joni al discutir la did4ctica de la matematica, pues a veces
sonaban como maestras calificadas. Con poco esfuerzo, ellas marcaron el itine-
rario de aprendizaje recomendado para calculos con ntiimeros naturales -algo
que los maestros no son siempre capaces de hacer. En la Evaluacién Nacional
de Logros en la Educacién mas reciente (PPON), que se llevo a cabo en los Paises
Bajos, cerca de 20% de los maestros de 2° y 3¢ grado indicaron que ellos no sa-
bian cudndo se comenzaba a ensefiar el cdlculo en columnas.®®

La respuesta a la pregunta 9 de la entrevista es también reveladora en cuanto
a la aplicacion de estrategias ingeniosas de calculo como 386 + 300 - 2. Estas
estrategias pueden caer en la categoria de “trucos” y pareceria que no se en-
sefan en la escuela, sino sélo se aplican cuando se piden. Lograr que los nifios
recurran a estrategias ingeniosas de célculo requiere colocarlos en el camino
correcto primero.

Lo que hace a esta situacion més preocupante es que, en este caso, las entre-
vistadas fueron dos nifias buenas en matemadtica, quienes tienen conocimiento
numérico y habilidades que les permiten usar estrategias de célculo ingeniosas,
pero que aparentemente no han desarrollado esta habilidad en la escuela. Esto
coincide con los resultados del estudio mencionado que investigaba como nifios
de 4° grado con alto rendimiento resolvian problemas matematicos tipo rompe-
cabezas. Aunque los alumnos participantes habian sido identificados como de
alto rendimiento en matematica, no tuvieron mucho éxito al resolver problemas
de este tipo® y no les fue tan bien como se esperaba en todos los aspectos de
la resolucién de problemas. No sabemos el papel que desempefia la ensefianza
cuando los nifios no aplican espontdneamente su conocimiento sobre los ntime-
ros y las propiedades de las operaciones, pero los pensamientos de Ylja y Joni
acerca de la linea numérica nos dan una pista.

Claramente, Ylja y Joni encontraron que para ellas la linea numérica abierta
(vacia) es algo forzado. Esto es preocupante porque la linea numérica abier-
ta (vacia) se concibi6 como un modelo flexible que deberia dar a los alumnos
mucha libertad, y esto incluye tanto flexibilidad en la forma de registrar los
resultados como en los saltos que los nifios hacen para resolver problemas. Sin
embargo, Ylja y Joni no experimentaron realmente esta libertad. En 2° grado no
tuvieron mas opcién que usarla de una manera prescrita, lo cual les disgustaba.
Para ellas, trabajar con la linea numérica significé hacer célculos paso a paso, y
los atajos no estaban permitidos.

3 Ver: Kraemer, ). M., ]. Janssen, F. van der Schoot y B. Hemker, Balans (3 1) van het reken-wiskundeonderwijs
halverwege de basisschool 4 (Reporte (3 1) de la educacion matemdtica en la mitad de la escuela primaria).
Cito, Arnhem, 2005.

% Van den Heuvel-Panhuizen, M. y C. Bodin-Baarends, 2004, op. cit.
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También llama la atencién que Ylja y Joni no se dieron cuenta de que dichos
atajos son posibles en una linea numérica. Ellas eligieron el célculo algoritmico
de operar con digitos porque es mds rdpido. Pero no habian considerado un
calculo mental facil. Aqui nuevamente podemos pensar sobre la influencia que
tiene la ensefianza.

Desde la introduccién de la linea numérica en la educacién matematica ho-
landesa a finales de la década de 1980, el modelo ha sido ensefiado tanto de
manera prescriptiva como no prescriptiva.”’ Treffers*' esta de acuerdo con esta
altima, que es también el enfoque que sostiene la mayoria de los especialistas en
didécticas de la matemaética en los Paises Bajos. A pesar de esto, el uso flexible
de una linea numérica abierta (vacia) no siempre se ve reflejado en los libros de
texto. Mds atin, no todos los libros de texto usan la linea numérica abierta (va-
cia) como el primer modelo para guiar las operaciones hasta 100. Por ejemplo,
la primera edicién de la serie de textos Pluspunt*? enfatiz6 la descomposicion
decimal (en unidades y decenas) y el uso de materiales concretos que se pueden
manipular para presentar y procesar los numeros. En este enfoque es posible re-
conocer exactamente el procedimiento de cifrado que Ylja y Joni eligieron para
resolver el problema. Por otra parte, en la nueva versién de Pluspunt, la posiciéon
didéctica de la linea numérica abierta (vacia) ha sido fortalecida.* De todas ma-
neras, esto no fue de gran ayuda para Ylja y Toni, a quienes se les ensefié con
esta version.

Experiencias de un didactikid australiano

Por supuesto, Holanda no es el tinico pais que tiene sus didactikids; en Australia
también hay. Janette Bobis me conté de un intercambio de opiniones que tuvo
con su hija de 9 afios, Emily, acerca de la ensefianza de la matemaética. El tema
que discutieron fue precisamente la linea numeérica abierta (vacia), y en particu-
lar los escollos en la instruccién conectados a este modelo. Estas reservas se ha-
cen claras en sus escritos conjuntos y su trabajo presentado.* Al igual que Ylja
y Joni, Emily hablé de sus experiencias negativas cuando trabajaba con la linea
numeérica abierta (vacia). En 3¢ grado, comparable con el 2° holandés, donde
Ylja y Joni tuvieron sus desafortunadas experiencias, se esperaba que Emily
usara lineas numéricas pre-estructuradas en las cuales el cero y las decenas

40 Menne, J. J. M., Met sprongen vooruit. Een productief oefenprogramma voor zwakke rakenaars in het getal
lengebied tot 100 — een onderwijsexperiment (Saltando hacia adelante. Un programa productivo para alum-
nos con logros bajos en el dominio de los numeros hasta 100), Instituto Freudenthal, Utrecht, 2001.

41 Treffers,A., 1991, op. cit.,, siguiendo a Whitney, H.,“Tomando responsabilidad en la educacién matemética
en la escuela”, en L. Streefland (ed.), Los Procedimientos de la Novena Conferencia Internacional de Psico-
logia de la Educacién Matemadtica, vol. 2, pp. 123-141, oc&ow, Universidad de Utrecht, Utrecht, 1985.

42 Menne, J.J. M., 2001, op. cit.

43 Idem.

4 Bobis, ]. y E. Bobis, 2005, op. cit.
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estaban indicados. Este enfoque hizo pensar a Emily que su maestra queria que
ella comenzara siempre de cero, el primer nimero que estaba marcado en esa
linea (ver fig. 5).

Mﬁ\
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27+ 24-1J
- =
Figura 5. Comenzando de cero (de Bobis y Bobis, 2005, p. 71).

En 4° grado, Emily tuvo otra experiencia confusa. Una linea numérica pre-
estructurada con intervalos de uno, dibujada en el texto, llevé a Emily a volver
a una estrategia de contar de a uno (ver fig. 6).

50 = 17 =
*t =\
I T T N N B | I"P'MW\

34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 5:3 54 55 56 57 58 59

Figura 6. Una linea numérica pre-estructurada provoca determinada estrategia de conteo (de Bobis y
Bobis, 2005, p. 71).

La conclusién de Bobis y Bobis fue que si se aplica la linea numérica de una
manera demasiado rigida o se entiende incorrectamente como un modelo di-
déctico, esto puede ir en detrimento de la comprension de los nifios y su destre-
za en el célculo mental. ¢

44 CORREO del MAESTRO » niim. 170 = julio 2010




certidumbres
E INCERTIDUMBRES

Aprender de didactikids
UN IMPULSO PARA VOLVER A REVISAR
LA LINEA NUMERICA ABIERTA (VACIA)®

Segunda parte**

Marja van den Heuvel-Panhuizen?

El uso de modelos diddcticos en educacion es una cuestion delicada. Su empleo
incorrecto puede tener efectos dafinos y ser antididactico. Freudenthal? utiliz6 esta palabra
alrededor de hace 30 anos, cuando comenté la tendencia de tomar la estructura cientifica
de la disciplina como el principio gufa y presentar a los nifios una matematica “ya hecha”,
mas que darles la oportunidad de desarrollar conceptos y métodos por ellos mismos.

as regresiones antididacticas no s6lo amenazan a la educacién matematica
en un nivel macro: también lo hacen en un nivel micro. A manera de ejem-
plo, una serie de un libro de texto “ensefia” primero la descomposicion
decimal como la base para sumar y restar, y luego pone a los nifios a trabajar en
la linea numérica. Una directiva como ésa va en contra de la estructura didactica
del dominio de célculos hasta el 100. Estos niimeros no se prestan para célculos
algoritmicos basados en los digitos, sino son mas adecuados para aplicar una
estrategia de ntimeros naturales sustentada por el modelo didéctico de la linea

* Este articulo es una version extendida de: Van den Heuvel-Panhuizen, M., “Learning from ‘didactikids’: An
impetus for revisiting the empty number line”, en Mathematics Education Research Journal, 20(3), 6-31,2008.

**Ver: Marja van den Heuvel-Panhuizen “Aprender de didactikids. Un impulso para volver a revisar la linea
numérica abierta (vacia). Primera parte”, Correo del Maestro, nim. 170, afio 15, julio de 2010.

1 Traduccién de Nora Da Valle y Fernanda Gallego (Grupo Patagénico de Didéctica de la Matematica.
www.gpdmatematica.org.ar).

2 Freudenthal, H., La matemdtica como una tarea de la educacién, Reidel, Dordrecht, 1973.
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numérica abierta (vacia). Tales aplicaciones se ven reflejadas en la trayectoria de
aprendizaje-ensefianza para ntimeros naturales desarrollada en el proyecto TaL.?

Las caracteristicas definitorias para la estructura didéctica son tres estrate-
gias basicas: secuencial, de descomposicion y variada.

En el caso de la secuencial, un problema como 34 + 27 se resuelve asi: 34 + 10
—> 44 +10 —» 54 + 6 —» 60 — 61 0, ain mas rapido, 34 + 20 —» 54 + 7
— 61. La secuencial tiene su raiz en el conteo y se relaciona con el aspecto or-
dinal del namero. Usar una estrategia secuencial en problemas de suma y resta
significa mantener el primer ntimero intacto y s6lo descomponer el segundo
namero en decenas y unidades. Los componentes del segundo ntimero luego se
suman o restan del primer nimero en partes. Modelos lineales como el collar de
cuentas (ver fig. 1) o la linea numérica abierta (vacia) (ver fig. 2) son adecuados
para apoyar esta estrategia.

fooomnnos

Figura I. Collar de cuentas.

34

Figura 2. Linea numérica abierta.

En el caso de la descomposicion, un problema como 34 + 27 se resuelve asi: 30
+20=50y4+7=11y50 + 11 = 61. Los nimeros se descomponen en decenas y
unidades, y se procesan de manera separada cuando las operaciones se llevan a
cabo. Los modelos de grupos formados por cuentas, palitos, bloques (ver fig. 3),
contadores o monedas son los modelos numéricos que apoyan esta estrategia.

3 El acrénimo TAL es la sigla de Objetivos Intermedios en las Trayectorias de Aprendizaje-Ensefianza. El
objetivo del proyecto TAL es el desarrollo de las trayectorias para matematica en la escuela primaria.El de-
sarrollo de la trayectoria para nimeros naturales fue una empresa conjunta del Instituto Freudenthal
y el Instituto Nacional para el Desarrollo del Curriculo, y refleja los principios de la MR (Educacién
Matematica Realista). Ver: Van den Heuvel-Panhuizen, M. (ed.), Los nifios aprenden matemadticas. Una
trayectoria de aprendizaje-ensefianza con objetivos intermedios para el cdlculo con nimeros naturales en la
escuela primaria, Correo del Maestro y La Vasija, México, 2010.
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Figura 3. Bloques.

Esta estrategia de descomposicién se basa fuertemente en la comprensioén del
valor posicional y es un predecesor del algoritmo escrito de cifrado.

La diferencia esencial entre los dos tipos de modelos es la manera en la cual
representan los niumeros, que consecuentemente también influye en cémo se
llevan a cabo las operaciones. Ambos tipos de modelo tienen afinidad por una
estrategia particular para operar con los ntimeros.

La tercera estrategia, variada, se vincula con el conocimiento de los nifios
de las relaciones numéricas y las propiedades de las operaciones. Incluye toda
clase de estrategias de cdlculo ingeniosas, como el usar 6 + 6 para resolver
6 + 7. Cubre estrategias en las cuales los nifios juegan con ntimeros. Ejemplos de
estrategias variadas son reordenar (3 + 69 se transforma en 69 + 3); reagrupar
basandose en la propiedad asociativa y hacer uso de ntimeros “faciles” como 25
(26 + 27) se transforma en [25 + 1] + [25 + 2] que se convierte en (25 + 25 + 3);
usar relaciones inversas (la respuesta de 52 - 49 se encuentra contando a partir
de 49); y compensar (74 - 38 se transforma en 74 - 40 + 2 =, o se transforma en
76 - 40). Aqui, ambos modelos, los de grupo o lineales, pueden usarse como un
soporte, pero en especial cuando los alumnos son capaces de jugar con los n-
meros han llegado a una etapa en la cual un modelo concreto no es necesario.
En este punto, una imagen mental de dicho modelo seré suficiente, o los nifios
resolveran los problemas sin un modelo de apoyo.

Equiparar modelos con estrategias

Si se considera la linea numérica abierta (vacia) como un modelo adecuado para
resolver problemas numéricos, esto depende mucho de la estrategia que se apli-
que. Las estrategia de conteo y saltos en el conteo son apoyadas mejor por un
modelo lineal, y las estrategias en las cuales los nliimeros se descomponen en
decenas y unidades son apoyados mejor por un modelo grupal como los blo-
ques aritméticos, que consisten de barras que representan decenas y unidades.
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La eficiencia de las estrategias aplicadas depende de los nameros involu-
crados en la operacién. El conocimiento numérico que el nifio posee también
es critico. La secuenciacion en las estrategias es también evidente, la secuencial
emergente del conteo, antes de descomponer y el uso de estrategias ingeniosas
de compensacion.

Los libros de texto y otros recursos de ensefianza a menudo no aclaran que
los modelos didacticos estan conectados estrechamente con diferentes estrate-
gias y un modelo en particular puede producir el uso de una determinada estra-
tegia. Por ejemplo, “la linea directriz” en el Marco Numérico de Nueva Zelanda
(Ministerio de Educacién, 2005) para el calculo 43 + 35 podria ser muy confusa
para los nifios (ver fig. 4).

(i) Descomposicion posicional estandar
Ejemplo: 43 + 35 es (40 + 30) + (3 +5) =70 + 8.

(o NN

I I I I
0 40 70 73 78

Figura 4.“Linea directriz” del Marco Numérico de Nueva Zelanda (Ministerio de Educacion, 2005, libro I, p. 4).

Cuando se supone que los nifios tiene que usar una estrategia de descompo-
sicion (por ejemplo, en el caso de 43 + 35 resultaen 40 + 30y 3 + 5,70 + 8 = 78),
seria mejor si se utilizara un modelo de agrupamiento como el de la figura 5.

Figura 5. Modelo de agrupamiento confeccionado con bloques que apoyan una estrategia de descomposicion.
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En el caso de 43 + 35 también podria utilizarse la linea numérica abierta
(vacia). Sin embargo, esto no deberia sugerir que el calculo comienza en cero
porque la idea de la linea numérica abierta (vacia) es que los ninos sélo mar-
quen los nimeros que necesitan para su calculo (ver fig. 6).

+30 m

43 73 78

Figura 6. Uso de la linea numérica abierta (vacia) para encontrar la respuesta a 43 + 35.

Aqui no me voy a referir a los desarrollos posteriores en grados mas adelan-
tados que van de la linea numérica hasta una linea doble y una barra de fraccién
o porcentaje.* Tampoco voy a discutir las posibilidades de “hacer zoom” en la li-
nea numeérica abierta (vacia) para obtener unidades mas refinadas y llegar a los
decimales, pero es claro que la linea numérica es un modelo muy rico que posee
diferentes representaciones. El peligro es que estos diferentes aspectos podrian
confundir a los alumnos. Por ejemplo, un nifio en un estudio realizado por
Stacey y Steinle’ dijo: “Se mezclan mis lineas numéricas”. Creo que esta confu-
sién es muy probable que suceda si no se comprendi6 bien la naturaleza del mo-
delo de la linea numérica y los aspectos constituyentes de su naturaleza no son
claramente reconocidos. La falta de coincidencia entre el modelo y la estrategia
de calculo que se intenta realizar llega a producir esta confusion.

También esta la posibilidad de confusién cuando la linea numérica abierta
(vacia) que se utiliza como una linea de conteo (refiriéndose a cantidades discre-
tas) se usa como una linea para medir (refiriéndose a cantidades continuas). En
este tultimo caso, la linea numérica generalmente tiene un cero como punto de
partida y los nimeros se colocan a intervalos iguales. Hacer un calculo basado
en una linea como ésta significa “leer de corrido” el nimero al cual se llega al

4 Ver: Van den Heuvel-Panhuizen, M.,“La Educacion Matemitica Realista como trabajo en progreso”, en F-L.
Lin (ed.), El sentido comin en la educacién matemdtica. Procedimientos de 2001. La Conferencia de los Paises
Bajos y Taiwdn sobre la Educacion Matemadtica, Universidad Normal Nacional de Taiwan, Taipei, 2002.

5 Stacey, K., S. Helme y V. Steinle, “Las confusiones entre decimales, fracciones y nimeros negativos: Una
consecuencia del espejo como una metéfora conceptual en tres formas distintas”, en M. van den Heuvel-
Panhuizen (ed.), Los Procedimientos de la 25° Conferencia del Grupo Internacional de Psicologia de la Educacién
Matematica, vol. 4, Instituto Freudenthal, Universidad de Utrecht, Utrecht, p. 223,2001.
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llevar a cabo la operacién, mientras que la linea numérica abierta tiene el propo-
sito de estructurar los pasos consecutivos de un calculo y su registro.

El hecho de que la linea numérica abierta (vacia) se refiere a cantidades conti-
nuas fue claramente expresado por Whitney® cuando utilizé palillos de dientes
para indicar los ntimeros o, mds correctamente, la cantidad de cuentas (ver fig. 7).

8 12

Figura 7. Collar de cuentas de Whitney con palillos (Whitney, 1985, p. 134).

Al utilizar palillos, Whitney” combiné los dos tipos de ntimeros (ntimeros
que se refieren a cantidad y nameros para medir) en un modelo. Mas impor-
tante, este modelo aclaré la diferencia entre estos dos tipos de nameros. El ocho
“que mide” (al final del primer palillo de dientes) indica que hay ocho cuentas
a su izquierda. Sin embargo, al mismo tiempo, el modelo aclara que este “ocho
que mide” no coincide con la “cantidad” ocho, el intervalo luego de la octava
cuenta. Esto podria resolver las dificultades que hasta ese punto han obstruido
el uso de lineas numéricas.® No era claro, a menudo, tanto para alumnos como
para maestros qué debia contarse: las cuentas o los intervalos. Los palillos de
Whitney® aclararon la diferencia entre los dos y, al mismo tiempo, indicaban su
conexion. Al introducir a los nifios en el uso de este collar de cuentas que uti-
lizaba palillos o clavijas para marcar ciertas cantidades, se gener6 la base para
la linea numeérica abierta (vacia) como un modelo soporte para el cdlculo con
nimeros naturales.

® Whitney, H.,“Tomando responsabilidad en la educacion matemitica en la escuela”, en L. Streefland (ed.),
Los Procedimientos de la Novena Conferencia Internacional de Psicologia de la Educacién Matemadtica,vol. 2, pp.
123-141, ow&oc, Universidad de Utrecht, Utrecht, 1985.

Idem.

Treffers,A.,“El trasfondo didéctico de un programa matematico para la educacién primaria”, en Streefland
(ed.),La Educaciéon Matemadtica Redlista en la Escuela Primaria (pp.21-56 Prensa CD-f}/ Instituto Freudenthal,
Universidad de Utrecht, Utrecht, 1991.

° Whitney, H., 1985, op. cit.
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En la trayectoria de aprendizaje-ensefianza desarrollada para este dominio
matematico,' el collar de cuentas (estructurado en grupos de diez cuentas) se
usa principalmente para contar y estructurar actividades y no para realizar ope-
raciones. Se les pregunt6 a los alumnos donde se encuentran ciertos nameros
en particular y coémo pueden saltar hacia esos ntiimeros de diferentes maneras."
Después de que se familiarizan con la linea numérica y la relacién entre na-
meros, hacen lo mismo en una linea numérica abierta (vacia), sin las cuentas.
El préximo paso es usar esta linea numérica abierta (vacia) como un modelo
de apoyo para realizar sumas y restas. Las marcas en la linea numérica abierta
representan, entonces, un naumero en particular (de cuentas). Una caracteristica
importante de este modelo de linea numérica abierta es que permite apoyar y
registrar los pasos del célculo de una manera flexible. No se les pide a los nifios,
de ninguna manera, que coloquen los ntimeros en la linea numérica abierta de
un modo proporcionalmente correcto. Como sefalé, la linea numérica abierta
(vacia) no es una linea de medicion.

Las numerosas lineas numeéricas con intervalos iguales y que comienzan en
cero se encuentran en documentos curriculares y bibliografia de investigacion,
y demuestran claramente una interpretacion diferente. Una revisién de la edu-
cacién matematica por Owens y Perry'? hace la observacién que hace ya unos
afios que se ha estado produciendo un debate acerca del uso de las lineas nu-
méricas en la escuela primaria temprana. “Una dificultad en el uso de la linea
numérica es que su longitud representa el tamafio del namero, pero que sélo el
orden de los ntimeros es transparente con la distancia a cero o a otro punto no
es tan obvio”."® En otras palabras, ellos transmitieron una preocupacion de que
la linea numérica a menudo no cumple con los requerimientos de una linea para
medir. Mi respuesta a esta preocupacion seria que nosotros deberiamos usar la
linea numérica abierta (vacia) como un modelo didéctico para apoyar la suma
y resta con numeros hasta el 100 y mas all4, pero que no deberia tratarse como
una linea de medicion.

Para concluir esta reflexiéon sobre la linea numérica abierta, impulsada por
lo que descubri al entrevistar a las dos didactikids, me gustaria mencionar el pe-
ligro de la instrumentacion. El hecho de no estar familiarizado con la naturaleza
de la linea numérica abierta puede iniciar un uso prescriptivo de ella. Ese tipo

10 Treffers,A.y De Moor, E., Proeve van een nationaal programma voor het reken-wiskundeonderwijs op de basis-
school Deel 2 Basisvaardgheden en ciiferen (Disefio de un curriculo nacional para la educacién matemdtica en la
escuela primaria Parte 2. Habilidades bdsicas y algoritmos), Tilburg, Zwijsen, | 990; Van den Heuvel-Panhuizen,
M.,2001b, op. cit.

1 Ver, por ejemplo, el programa desarrollado por Menne, |. J. M., en Met sprongen vooruit. Een productief
oefenprogramma voor zwakke rakenaars in het getallengebied tot 100 — een onderwijsexperiment (Saltando
hacia adelante. Un programa productivo para alumnos con logros bajos en el dominio de los nimeros hasta 100),
Instituto Freudenthal, Utrecht, 2001.

12 Owens, K.y B. Perry, Matemdtica K -10 Resefia Literaria para el Concejo de Estudios Nsw, 2001.

3 Idem., p. 72.
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de ensefianza indica qué ntimeros incluir y cémo dibujar los saltos y todos los
otros simbolos que deberian acompanar las actividades con la linea numérica.
Ensefiar a los alumnos este “contrapeso didactico”'* no s6lo consume mucho
tiempo, sino también es antididé4ctico, porque priva a los nifios de cualquier
oportunidad para matematizar: encontrar sus propias estrategias, incluidos los
atajos, y llegar a sus propias notaciones.

Conclusioén

Aunque otros investigadores también habian llegado a la conclusiéon de que la
experiencia de los nifios deberia tomarse mas seriamente en la investigacion y
el desarrollo de la educacion, los hallazgos de esta pequefa consulta a alumnas
fueron sorprendentes. Gracias a sus ideas acerca de la linea numérica abierta
(vacia) como un modelo didéctico y sus pensamientos sobre otras cuestiones
educacionales que analizaron en otras partes de su entrevista, Ylja y Joni ilus-
traron por qué deberiamos recurrir mas a menudo a las cualidades didacticas
de los nifos. Los nifios que observan cuidadosamente cémo un maestro expli-
ca algo, como estructura el curriculo, organiza la clase, maneja las diferencias,
asiste a los alumnos con mayores dificultades y hace uso del libro de texto con-
tribuyen a la comprensién de los investigadores y las personas que desarrollan
el curriculo. La perspectiva que ofrecen estos nifios realza nuestra visién de lo
que esta sucediendo en las aulas. Es necesario que haya més investigacion para
averiguar como podemos explorar ese conocimiento y como identificar a estos
didactikids.

Lo que Freudenthal™ (1984a) mostré acerca de observar el desarrollo de los
nifnos es, en mi opinién, valido para consultar con ellos. El conocimiento que ga-
namos aqui puede también ser 1til en el desarrollo de la educacién matematica.
Mas atin, y aqui existe un paralelismo con la observacién de Freudenthal:

...no es algo que queremos reservar exclusivamente para el investigador y el que
desarrolla curriculos. Propagamos esto (consultar a los nifios) a otros, a maestros,
formadores de maestros y a aquéllos que estdn siendo entrenados, y les ofrecemos

material para promover esta mentalidad.'c 4

14 Van den Heuvel-Pnahuizen, M.“Het rekenonder-wijs op de lom-school opnieuw ter discussie” (“La edu-
cacion matematica en la educacion especial otra vez en discusion”), en Tijdschrift voor orthopedagogiek
(Periédico para la Educacién Especial), nim. 25(3), pp. 137-145, 1986.

15 Freudenthal, H., Appels en peren | wiskunde en psychologie (Manzanas y peras | matemdtica y psicologia), Van
Walraven, Apeldoorn, 1984.

16 |dem., p. | 06.
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