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SISTEMAS Y BASES DE NUMERACION®
Algunas propiedades numéricas en distintas bases
Ana Maria Porta de Bressan

1.- OBJETIVOS DE ESTE TRABAJO

En su libro 'La Matematica Moderna en la Ensefianza Primaria" (Teide, pag. 57 y ss») Zoltan Dienes expresa: "Para
consolidar los fundamentos matematicos de la numeracion., es importante estimular los ejercicios, contar en todas
las bases posibles. . * . .a través de estos ejercicios los nifios deben familiarizarse con el hecho de que un mismo
numero puede estar simbolizado por una gran cantidad de figuras.....Ia forma en que esta propiedad estd expresada
(refiérase a la propiedad nimero de un conjunto) depende, entre otras causas de la forma en que se agrupen los
elementos del conjunto”.

“Todo el proceso de adquisicion que acabamos de describir -continua Dienes- "tiene por finalidad hacer capaces a
los nifios de insertar la notacion decimal corriente en el esquema matematico mas general y mas extenso que es el
agrupamiento en conjuntos medidos por medio de potencias de la misma base".

Motivados por el hincapié que hace este autor en la obra citada(y en general en todos los referidos al numero y sus
operaciones), en la necesidad de que los nifios empleen la multiplicidad de bases para una correcta adquisicion del
concepto abstracto de numero y de sus posibles formas de simbolizacion de lo que es un sistema de numeracion y
del quehacer aritmético en general, nos planteamos las siguientes preguntas: ;que entendemos por sistema de nu-
meracion?; ja que llamamos base del mismo?; ;qué ocurrird con ciertas propiedades que conocemos en base diez
en otras bases?; jperduraran tal cual o tendran una propiedad equivalente?.

Eso nos llevo a trabajar con el concepto de sistema y base de numera, cion3 movidos por lo cual investigamos los
sistemas numéricos mas primitivos y los de uso actual para finalmente detenernos a verificar, dentro de sistemas
posicionales, el comportamiento de propiedades numéricas elementales en distintas bases, como la de que todo
numero admite una descomposicion polinonica univoca en cada base dada; la referida al numeral de la base y sus
potencias; las formas de reconocer las relaciones de igualdad y desigualdad entre numerales escritos en una misma
base y en bases diferentes; el concepto de nimero primo; criterios de divisibilidad en distintas bases; nimeros frac-
cionarios, fracciones equivalentes a las decimales, nimeros periddicos y sus reglas de transformacion a fracciones
ordinarias en bases distintas»

2.- SISTEMAS DE NUMERACION - EL CONCEPTO DE BASE

Una de las ideas fundamentales de la Matematica es la idea de nimero, que en su forma mas simple pudo ocurrirse-
le a pueblos muy primitivos.
Sobre la iniciacion del conocimiento matematico solo existen conjeturas pero la mayoria de los historiadores de
esta ciencia coinciden que hubo en el hombre, desde épocas remotas un "cierto concepto de numero” que posible-
mente haya surgido de la observacion de su persona y del medio que lo rodeaba y que una mente mas privilegiada
haya podido llevar a la categoria de lo abstracto cimentando asi, el origen de la aritmética»
A este paso fundamental de la mente humana sigue otro tan importante como el anterior y es la invenciéon de un
sistema de numeracion, que trae aparejada la posibilidad de contar.
Inmediatamente que nos introducimos en la Historia de la Matematica se estudian los pueblos en los comienzos de
la civilizacion y una descripcion de sus "sistemas numéricos” en tal o cual “base”.
Y aqui encontramos nociones no muy claras. En general, todos admitimos que un sistema es un conjunto de reglas
que esquematizan el trabajo con un cierto conjunto de simbolos (en este caso cifras).
"Llamese sistema de numeraciéon en matematica, aquel conjunto de simbolos y reglas que nos permiten clasificar,
enunciar y representar racional y ordenadamente los numeros . (Diccionario Enciclopédico Espasa-Calpe.
Edic.1944)
Podemos considerar, entonces, tres aspectos dentro de un sistema:

1) el conjunto de simbolos que intervienen en la gestacion de los numerales,

ii) las reglas que permiten clasificarlo en aditivo, sustractivo, multiplicativo, posicional o mixto.

ii1) las reglas que permiten clasificarlo en binario, ternario,.... decimal, sexagesimal, etc.

En cuanto a lo primero., los simbolos utilizados para la escritura de los niimeros varian en cantidad y complejidad
de trazados como nos lo muestra la historia de la numeracion. A pesar de que la cantidad de simbolos utilizables
puede ser infinita pues cada nimero puede identificarse con un caracter determinado, la imposibilidad de memori-
zar este sistema hizo que pronto se recurriera a un conjunto de simbolos basicos, que combinandose algebraicamen-

! Cuadernos Universitarios, Universidad Nacional del Comahue, 1976
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te permitian la escritura de cualquier nimero. Segun la operacion u operaciones intervinientes los sistemas quedan
clasificados en aditivos, sustractivos, multiplicativos, posicionales o mixtos, Y entramos asi en el 2°) punto.

Considérense como sistemas aditivos (sustractivos) aquellos que descomponen al numero en suma (diferencia) de
otros varios, cada uno representado por un simbolo especial, de modo que el valor absoluto del numero se obtiene
por la suma (diferencia) de los valores absolutos de 1 o s simbolos componentes.

Un sistema sera multiplicativo si el valor absoluto del niimero se obtiene por la multiplicacion sucesiva de cada
cifra componente por uno o varios valores dados. Este sistema no se da en forma pura (no podrian representarse en
el los numeros primos ya que no son multiplos mas que del 1 y de si mismos) debiéndose efectuar la suma de los
productos obtenidos para lograr el valor definitivo del niimeros es deciry en general aparece combinado en forma de
sistema multiplicativo-aditivo.

Diremos que un sistema es posicional cuando combina un numero finito de cifras, de modo que: una misma cifra
representa valores distintos segun el lugar que ocupa dentro del numeral.

Un sistema serd mixto cuando resulta de combinar sistemas anteriores.

En cuanto al punto iii) entramos en un aspecto confuso dentro de lo que a numeracion se refiere y que es el concep-
to de base.

Citando a Sarton (George) en su obra "Historia de la Ciencia" (Ed. Eudeba-1965) leemos: "Toda lengua delata la
presencia de aquello que los matematicos llaman base del sistema numéricos que fue, frecuentemente, cinco (entre
muchas tribus americanas), a veces veinte (entre los mayas), pero con mayor frecuencia diez. Tales bases fueron
mas populares que otras porque casi todos los primitivos usaron la misma maquina de contar, es decir, los dedos de
las manos o de los pies..." (pag. 16). ”Los pueblos cuyas estructuras culturales estaban destinados a dominar a to-
dos los demas concordaron inconscientemente en el uso del diez” (pag.17).

..."consideremos las palabras egipcias relativas a los numeros; las palabras para 1, 2, 3, 4, 5 y 10 son africanas;
para 6, 7, 8 y 9 son semiticas. ;Qué significa esto?. Significa que el acervo lingliistico original fue africano,
....también significa... que la base del sistema de numeracion de los egipcios primitivos fue cinco. Contactos poste-
riores con pueblos semiticos del sur y del este introdujeron... , la base diez pag.30y 31)

... "120000 prisioneros, 400000 bueyes, y 1.422.000 cabras... estos nimeros grandes, estan escritos algo a la ma-
nera romana, con simbolos para cada multiplo decimal hasta el millon” (pag.42).

... “la numeracion sumeria fue en sus comienzos una extrafia mezcla de ideas decimales y sexagesimales”... "Pare-
ceria que sus primeros matematicos hubiesen partido de una base decimal, pero que de pronto debieron de percatar-
se de que una base sexagesimal era mejor (pag.84).

... “Los griegos heredaron el sistema sexagesimal de los sumerios, pero o mezclaron con el decimal usando el pri-
mero para los submiltiplos de la unidad y el ultimo para los multiplos" (pag.142).

En el libro "Historia de la Matematica® de Rey Pastor y Babini (Espasa-Calpe,1947) encontramos: ... "Alrededor
del perno constituido por la base igual a diez, que es adoptado en la numeracion china, hindu, egipcia, griega, etc.,
se encuentran sistemas de base cinco como el romano, base 60 como el babilonico o base 20 como la cronologia
maya (pag.6).

Ahora bien, tratemos de puntualizar el concepto de base:

- para Rey Pastor y Babini “la base esta constituida por el numero, o los niimeros mediante cuyas combinaciones
aritméticas puede expresarse cualquier numero” (pag.5 del libro citado).

- para Roberto Hernandez y coautores, en su obra "Conceptos Basicos de Matematica Moderna" (EdoCodex, 1966)
“el cardinal del conjunto de cifras o la cantidad de cifras de un sistema se llama base del mismo" (pag. 263),

- segun Ceci, Cosentino y Paglilla en su libro de texto para 1° afio de nivel medio "Matematica 17, para crear un
sistema de numeracion, ademas de la existencia de ciertas leyes que lo rijan, es necesario "elegir un conjunto de
signos llamados cifras o numerales primitivos, a cada uno de los cuales se atribuye un valor, que constituyen el
'conjunto de base’ o simplemente la base del sistema" (pag.56)

- seguin, Sarton (obra citada, pag.17) La base permite usar en forma periddica el mismo grupo de pocas palabras
con leves modificaciones, si las hay; sin ella se requeriria una infinidad de palabras”. Acota: Considérese nuestro
propio idioma. Para contar hasta cien, necesitamos diecinueve palabras: uno, dos,... , diez, veinte, ..., noventa,
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cien, aunque debamos recordar algunas modificaciones pequefias que sufren en la segunda década, como once (pa-
ra diez y uno); doce, trece, ..., diecinueve. Para contar hasta 999.999 solo necesitamos una palabra mas: mil”.

- la enciclopedia Salvat (Ed.Salvat- Barcelona, 1967) define: Base de numeracion es el nimero de signos emplea-
dos para la representacion de los numeros, y también el nimero de unidades de un orden cualesquiera que se nece-
sitan para componer una unidad del orden inmediato superior .

- segun el Diccionario Enciclopédico Espasa-Calpe llamese en aritmética base de un sistema de numeracion al
nimero de cifras que en él se emplean para que, convenientemente combinadas, se pueda representar cualquier
cantidad. Asi es 2 la base en el sistema binario; 3, en el sistema ternario; 4 en el cuaternario, etc.”.

A través de la lectura minuciosa de estos textos llegamos a notar tres acepciones distintas de la palabra base, a sa-
ber:
a) cardinal del conjunto de signos empleados para la escritura de cualquier nimero dentro del sistema.
b) el nlimero de unidades de un orden cualesquiera necesario para formar una unidad de un orden inmedia-
to superior,
¢) el ciclo (sobre la sucesion natural) que permite usar en forma periodica los numerales basicos.

Respecto de la acepcion a) si estudiamos la mayoria de los sistemas primitivos, vemos que no concuerda para nada
el numero de caracteres usados con el criterio decimals que en general los sustenta.
Tomemos algunos ejemplos que mas adelante veremos en detalle:

- el sistema egipcio: posee siete caracteres, el palote (1), la herradura (), una letra parecida a nuestra e ( ), etc.
y no es septenario sino decimal (ver citas anteriores),

- el sistema babildnico posee tres simbolos basicos: T=1060"; < =10y < =100 0 10.60" y también es consi-
derado decimal o sexagesimal.

- el maya con el punto ( . ) para el 1, la raya horizontal (—) para el 5 y el ovalo (<) para el cero, es de base vein-
te,

- el romano, con sus siete caracteres bien conocidos por todos, no es de base siete.

y asi podriamos seguir con Grecia y China, quienes poseyendo 27 y 12 caracteres respectivamente, son considera-
dos ambos como sistemas decimales.

Solo en el sistema indo-arabigo coincide el numero de caracteres (diez) con su rotulo de sistema de base 10, cosa
que también pasa en los sistemas posicionales modernos (binarios, ternarios, etc.).

Conclusion: A juzgar por lo expresado, pareciera que la base de un sistema coincide con el nimero de cifras a utili-
zar solamente en el caso que el sistema sea posicional.
Veremos mas adelante que esto no es generalizable.
Por de pronto dejamos sentado que el termino base bajo la acepciéon a) no involucraria a los sistemas primitivos
conocidos.
Respecto de la acepcion b) del término base, pareciera ser lo que caracteriza a todo sistema posicional, es decir que
la base pensada como el conjunto de unidades de un orden necesarios para obtener una unidad de orden inmediato
superior, seria la condicion indispensable para que sea catalogado como posicional un dado sistema.
Inmediatamente damos un contragjemplo, es decir, damos un sistema posicional donde no es posible definir base
desde este punto de vista b) y que llamaremos sistema "2-5".
- Signos primitivos: 0, 1, 2, 3, 4.
- Reglas de sistematizacion:

para los ordenes impares, solo deben usarse al 0 y el 1, en ese orden.

para los ordenes pares deben usarse del 0 al 4 en orden creciente.

- Ejemplo de la sucesion que se obtiene:

Decimal | "2-5" |Decimal| "2-5" |Decimal| "2-5" |Decimal| "2-5" |Decimal| "2-5"
0 0 5 21 10 100 15 121 20 1000
1 1 6 30 11 101 16 130 21 1001
2 10 7 31 12 110 17 131 22 1010
3 11 8 40 13 111 18 140 23 1011
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4 20 9 41 14 120 19 141 24 1020

donde la descomposicion de cualquier numero es:
..edcba=a+b2+c2.5+d2°54-e2°.5 + ...
Ej,: 141(2_5 =1+42+125= 19(10
Arribamos, pues, a las siguientes conclusiones:
1) Todo sistema numérico admitiria la acepcion a) pues todos poseen un conjunto de caracteres basicos, pe-
ro no se lo utiliza, por lo menos en los sistemas no posicionales.
ii) Todo sistema que admite la acepcion b) de la palabra base es posicional, pero la reciproca no es cierta
(véase ejemplo anterior del sistema "2-5").
iii) Todo sistema posicional que admite la acepcion b) de la palabra base. admite la acepcion a) y viceversa,
pues el nimero de unidades necesarios para engendrar una de orden inmediato superior coincide con el
numero de simbolos o cifras que permiten la representacion de cualquier numeral.

Como podemos ver, estas dos acepciones del término base no son ni generales ni univocas, es decir un sistema
puede ser posicional o no y no cumplir con ninguna de ambas definiciones y sin embargo ser clasificado como de
base diez cinco, doce, etc., tal como lo leemos en todos los textos referidos a los sistemas de numeracion primiti-
vos, por ejemplo.

Quizas si estudiaramos estos sistemas y los actuales con una vision mas intuitiva, podriamos lograr una definicion
de base menos confusa y mas general.

(Por qué los historiadores y matematicos clasifican a los sistemas egipcio, chino, babildnico, griego e hindi como
decimales?, ;qué poseen en comun todos estos sistemas atin cuando los simbolos y las operacionales que los conec-
tan son diferentes?.

Poseen en comtn el que todos admiten una agrupacion base de unidades primarias (diez en estos casos) a partir de
la cual volveran a crearse numerales expresados como esa agrupacion base mas los simbolos primitivos que carac-
terizan a esas unidades primarias.

Asi vemos que en los sistemas citados cada diez numerales volvera a usarse el representante del uno, del dos, del
tres, etc.; en el romano sera cada cinco, en el binario sera cada dos, etc.

Se observa asi que la operacion de contar se torna ciclica, posibilitando el uso de un nimero limitado de numerales,
que debidamente combinados logran la representacion de cualquier numero.

Por lo tanto es la acepcion c) del término base la que creemos mas general y menos ambigua de las tres, aplicable a
cualquier sistema primitivo o actual, independiente de su naturaleza de posicional o no.

3.- LOS ORIGENES DE LA NUMERACION ESCRITA
Los origenes de la numeracion escrita estan firmemente enraizados con los de la escritura y es en Egipto y la Baja
Mesopotamia donde podemos vislumbrar los documentos mas antiguos al respecto.

Sistema de numeracion egipcio: (3 400 aC) Poseian tres tipos de escrituras jeroglifica, hieratica y demética utiliza-
das con fines especificos. Las dos ultimas son degeneraciones de la primera con algunas adiciones.
Los simbolos jeroglificos eran:

0 L1
Itl2 i fae o i

[ ] %

_...‘-:‘if-_':'. A=

1,000 10.000 100,000 1.000.000

El nimero 243.688 = 2.10° + 4.10* + 3.10° + 6.10? + 8.10 + 8 se escribiria:
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Sistema de numeracién babilénico (3 000 aC) En la escritura babilonica, cimentada en la sumeria y acadia, encon-
trarnos un sistema de numeraciéon mixto en la base (usaron diez, doce y sesenta) y la lectura (donde se mezclan
criterios aditivo-sustractivos, multiplicativos y posicional).

Existian tres simbolos tan solo, limitados por las dificultades de la escritura cuneiforme; ellos eran: para el 1 T;
parael 10 < yparael 100 ¥ >,

Las unidades mayores que 10 y 100 las escribian adoptando un criterio multiplicativo, anteponiendo el signo <
(10) a los signos que representaban la unidad anterior.

Ej los: FFTFF
JEmpes “rYrTY I
<> TFF
1000 = 10x100 64=(10x6)+4 50 =10x5

Con estas unidades se constituia un sistema decimal aditivo sustractivo que, para la representacion de un numero, se
utilizaba de derecha a izquierda y de abajo hacia arriba, en forma creciente la repeticion de los signos respectivos.
Ejemplos:

FF

TEE £LTFF
5 23=20+3

_ . , o o . , oo
Para escribir pequefios niumeros en lugar de grandes utilizaban un criterio sustractivo, donde el simbolo T signifi-

caba "quitar a” por ¢j

= < Fr T}TTT

<LF°F TFF
19=20-1 43=50-2

W. Dampier, en su libro "Historia de la Ciencia” (Técnos, 1 972), habla de que los babiloénicos también poseian un
sistema duodecimal, que les facilitaba los calculos fraccionarios y que junto con el decimal fue el motivo de que
adoptaran la base 60, como confluencia de los dos sistemas.

El mismo simbolo utilizado para el 1 () también fue usado para el 60 y todas sus potencias,, y el del 10 ( <) se lo
utilizaba para escribir las potencias de 60 multiplicadas por 10, de modo que

F=60" < F=10x60"

Se percibiran entonces; los equivocos a que esta notacion daba lugar de manera que el valor real del nimero debia
extraerse del contexto en que figuraba, pues estaba en estrecha relacion con ¢él. Esta confusion se acrecentaba pues
carecian del cero y la ausencia de unidades de cierto orden la indicaban mediante un espacio en blanco.

En sintesis, el sistema babilonico posee tres simbolos basicos, que se combinan aditiva, sustractiva, multiplicativa o
posicionalmente siguiendo un criterio decimal o sexagesimal.

Sistema de numeracién griego (1 200 aC) Sus origenes se encuentran en la numeracion Creta y en la influencia
fenicia egipcia y babilonica. En Creta se representaba el 10 mediante una raya horizontal el 100 con un circulo y el
1000 con un rombo.
Los griegos tuvieron dos importantes sistemas de numerales, ademas de la repeticion primitiva de las simples ba-
rras hasta el nueve y el uso de varios signos diferentes para el 10, que demuestran la influencia de las culturas men-
cionadas (segun cita la Enciclopedia Britanica en su articulo "Numbers", ed.1958). Estos sistemas aparecieron muy
posteriormente y demuestran, al igual que su alfabeto, una fuerte influencia de origen fenicio.
El primer sistema elaborado identifica el numeral, con la letra inicial con que se nombra al misino. En caracteres
modernos seria:

n (I1), pi, para mevte (pente) =5

A, delta, para AeKa (deka) = 10, aunque también usaron un circulo (0)

H, para Hexotow (hekaton) = 100

¥ (X), chi, para yhiot (chil’ioi) = 1 000

p (M), mu, para pyprot (myr'ioi, mur'ioi) = 10 000
numerales que se combinaban frecuentemente para obtener multiplos, por ejemplo:

AP IH T X P MT

10 a0 a0 200 1000 | S00c | 10000 [ S0C00
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Otro sistema usado casi en forma paralela al anterior, consistia en asignar nueve letras del alfabeto a los niimeros
del 1 al 9; nueve letras a los numeros 10, 20, 30, . . . 90 y nueve letras al 100, 200, . . . 900. Pero como el alfabeto
tiene 24 letras solamente, tomaron de los fenicios.

Los caracteres eran:

alpha A o k=i = E
Leta O E omdcron o o
gamma r i ri IT I
delta A 8 koppa - -
epsilon E £ rhe F P
digamma - = sigma x a7
zeta A T tau T T
eta H T upsilon T g ¥
theta 2] g rhi =] b
iuvba I L wlid X x
kappa K *® psi o) ik
lambda M A omega €2 w
mu A W san - -
nu I v
ABIT'AE|£|ZH©
alply|dle|s|CIn|0O
11213|4/5|6/7/8]|9
I K|AM|N|E |O|II |G
L |K | A| UW|V I IE|o|m|e
10120 | 30 | 40 | 50 | 60 |70 | 80 |90
P 2T |Y|® | X W | Q| M
pPlLolT | v|d % P o>
100 | 200 | 300 | 400 | 500 | 600 | 700 | 800 | 900

Las potencias de 1 000 se indicaban afiadiendo un subindice o un superindice iota a los simbolos del 1 al 9.
L L L L L L L L L

A B 1'VAE| ] Z| H @
1000|2000 |3000 |4000 |S000 (6000|7000 (5000 (2000
La M (del primer sistema) se combina con otros simbolos de este sistema para multiplos de 10 000, por ej.:

p
M

20000
El ndmero 20000

2 x 10 000= 20 000

Py
M

1230000

El nimeno
1230000

(100 + 20 + 3) x 10 000
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De acuerdo a lo anterior en Grecia se utilizaron tres sistemas:

1. Con 2 simbolos basicos, decimal aditivo;

2. Con 5 simbolos basicos; cuasi decimal multiplicativo;

3. Con 27 simbolos basicos aditivo y aditivo multiplicativo, con una clara estratificacion simboélica decimal.
Cabe hacer notar que los hebreos utilizaron un sistema analogo a este tltimo, pero expresado en letras de su propio
abecedario.

Sistema de numeracién chino (300 a C) Poseian 10 simbolos del 1 al 10, otro para el 100 y otro para el 1000 que
combinaban en forma multiplicativa-aditiva (se lo considera decimal también).

_==OE Nt XRt+tEAEF H
3

4 5 6 7 8 9 10 100 1.000 10.000

or ej.: h I%I E .4-_' E IEI t -|- _

6 x10000+ 5 x1.000+3 x 100+ 7 x 10+2

EFLBATRH

Sx1000 + 7x100 + 8x10 +9 = 5789

Sistema de numeracién maya ( 300 a C) En el uso comun aplicaban un sistema posicional de base 20 en forma
purag teniendo dos tipos de simbolos»

- uno de cabezas de deidades para representar del 0 al 19

- y otro, un sistema sobre la base de puntos para cada unidad y barras para cinco unidades.

para el nimero 65 372

e e @ 400 gome
Ak -] -] o 500 BA0O0
1} | 2 2 4 = £ T 5 0
a -] o L= - L R-X-1-] . ¥ b o it

1n I | Z 13 [ |5 I 17 15 4
Para el cero utilizaban un simbolo semejante a una concha ( <= ) escribiendo los numeros de abajo hacia arriba.
Ejemplos:

Mumeracion comercial
-

D_ -] &5 L) - _I_ -G_—_tj.‘-‘ (_::.-_f_'l_:} f&_&i
e - w = e & D * R
20 21 41 61 122 400 401 L0600
21 =1x20 + 1 122 = 6x20 + 2
41 =2x20+ i 401 = 1x20°% + 0x20 + 1
61 =3x20 + 1 8000 = 1x20  +0x20° +0x20 +0

Pero los cientificos mayas eran a la vez sacerdotes ocupados en la observacion astrondmica y para expresar los
numeros correspondientes a las fechas usaron unas unidades de tercer orden irregulares para la base 20. Asi la cifra
que ocupaba el tercer lugar desde abajo se multiplicaba por 20x18=360 para completar una cifra muy proxima a la
duracion de un afio.
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Mumeracion astrononica

-]

j [ o (-] [ - N -] [ ] ‘-‘T:‘El::' ":'-"E'Eb g:i—";
A M & ' . o “=E o e
20 Zl 41 6l 122 350 Jol - 7200

361 = Ix(18x20) + 1 = 1x360 + 1
7200 = 1x(18x20°) + 0x(18x20) + 0x20 + 0

7200 = 17200 + 0x360 + 0x20 + 0
El afio lo consideraban dividido en 18 uinal que constaba cada uno de 20 dias. Se afiadian algunos festivos (uayeb)
y de esta forma se conseguia que durara justo lo que una de las unidades de tercer orden del sistema numérico.
Ademas de éste calendario solar, usaron otro de caracter religioso en el que el afio se divide en 20 ciclos de 13 dias.
Al romperse la unidad del sistema éste se hace poco practico para el calculo y aunque los conocimientos astrono-
micos y de otro tipo fueron notables los mayas no desarrollaron una matematica mas alla del calendario.

Sistema de numeraciéon romano (200 a C) Sus origenes se presentan oscuros al historiador “Los romanos no pueden
ofrecernos obras maestras originales... Su sistema de cifras con las decenas I, X, C, y los grupos de cinco, resultan-
tes por biparticion V, L, D, son de origen italico antiguo" (Historia de la Matematica, Hofmann, T1. UTEHA, 1960,
p-42). Carecen de simbolo para el cero y manejan un principio de orden, pero no posicional. No se pueden repetir
mas de tres veces los simbolos I, V, X, C, M. y los simbolos V, L y D no se repiten.

1 5 10 50 100 500 1.000

Utilizan esos caracteres con un criterio aditivo que en algunas situaciones especificas mezclan con el sustractivo.
Ejemplos:
CXVII=100+10+5+1+1+1
XXIV=10+10+5-1

Por otro lado ademas maneja el principio multiplicativo, esto es, que si a un simbolo se le coloca una barra encima
aumenta mil veces su valor, una doble barra aumenta un millén de veces su valor.
Por ¢j.:

=1000x1 000 =1 000 000

=1000x1 000000 =1000 000000

=5 x1000=5000

Los escasos caracteres para memorizar y lo facil de su lectura hizo que perdurara por varios siglos en Europa como
el sistema de numeracion por antonomasia, Cabe, sin embargo., puntualizar dos desventajas fundamentales de este
tipo de notacion que hicieron que fuera el hindu, y no este, el sistema de numeracion que reinara definitivamente.

a) que la notacion aditiva impone que cuanto mayor es el nlimero, mayor es también el conjunto .de nuevos simbo-
los necesarios para representarlo.

b) el hecho de que el célculo se torna tan complicado que solo los especialistas pueden manejar los problemas no
triviales (;Qué es la Matematica? C. Robins, 1964, p.14).

Sistema de numeracién hinda (300 a C) Segun el testimonio historico, el pais que uso, con la mayor antigiiedad que
se conoce nuestro tipo de numerales fue la India.

“El 1, 4 y el 6 se encuentran en las inscripciones de Asoka (300 aC) el 2, 4, 6, 7 y 9 aparecen en las inscripciones
de Nana~Ghat, cerca de la ultima centuria antes de Cristo; el 2, 3,4, 5 6, 7y 9 en las cuevas de Nasik, en el prime-
ro y segundo siglo de nuestra era. Todos en forma que tienen considerable semejanza con los nuestros" (Enc. Bri-
tannica, Numbers, ed.1958).

Nuestros 2 y 3 son bien reconocibles como derivaciones cursivas del antiguo “ = “y “=”

La literatura hindu da alguna evidencia de que el cero pueda haber sido conocido antes de nuestra era, pero no con-
tamos actualmente con ninguna inscripcion, con tal simbolos anterior al siglo IX




Pagina 9 de 16

La primera referencia definida de los numerales hindues es una nota de Severus Sebokty un obispo que vivid en la
Mesopotamia alrededor del 550 de nuestra era. Como habla de nueve simbolos es posible que el “0 no fuera cono-
cido por él; sin embargo, a fines del 800 unas tablas astronémicas indias fueron traducidas al arabe y eran conoci-
das por los estudiantes de esa lengua.

Alrededor del 825, Al Joarismiy escribioé un pequefio libro sobre este tema, traducido al latin en 1120, con el nom-
bre de “Liber Algorismi de nimero Indorum”

Existen razones para pensar que nuestros numerales hayan llegado antes a Espafia que a Bagdad, pero el primer
manuscrito conteniendo los, aparecido en Europa, data del 976.

“Este sistema fue introducido en Europa en la Edad Media por comerciantes italianos, quienes lo habian aprendido
de los arabes" dice Comant Robins en su libro ;Qué es la Matematica? (Espasa Calpe, 1964, p. 14).

Como bien sabemos el sistema de numeracion indo-arabigo consta de 10 simbolos basicos que se organizar, en
forma posicional y decimal.

Con respecto a. los sistemas usados en la actualidad y distintos del decimal, podemos decir que:

1) Fue Gottfried W. Leibniz (1646-1716) quien, hacia fines del siglo XVII, sugiri6 el uso de la base dos (aunque
tribus antiguas de Australia, Africa, Nueva Guinea y América del Sur ya lo habian manejado segiin lo de muestran
estudios etnologicos).

Esta idea de Leibniz esta profundamente unida a su concepcion religiosa. Dice Laplace “Leibniz veia en el sistema
diadico la imagen de la creacion. Consideraba que la unidad representaba a Dios, y el cero, la nada; que el Ser Su-
premo creaba todos los seres de la nada, del mismo modo que la unidad y el cero expresaban todos los nimeros de
un sistema de numeracion” (;,Qué es la Matematica? C. Robins, 1964, p.16).

Este sistema que pierde valor muerto Leibniz, renace por un lado con el algebra de Boole (1874), quien consigue
expresar la l6gica median te un calculo algebraico basandose en el conjunto {O , 1}, dotado de una suma y produc-
to l6gico (iniciando asi la moderna l6gica matematica); y por otro con el calculo electronico, quien mediante para-
metros puede indicar el numero 1 (circuito abierto, voltaje positivo, magnetizacion, etc.) o el cero (caso contrario).

i1) Son muchos los matematicos de hoy dia que proponen una base de numeracion distinta de la diez, criticando
entre otras cosas la poca cantidad de divisores que admite este nimero (2 y 5) o La base doce, seria mas adecuada
segun Rey Pastor, pues no posee tal desventaja ya que sus divisores duplican en numero a los de la base 10.

Parece ser que un naturista francés, Georges Buffon (1707-1788) fue quien propicio la adopcion universal de la
base duodecimal.

Otra ventaja que tendria el uso de esta base es que solucionaria los problemas que ocasiona la ensefianza de decena
y docena, y que los maestros saben bien a cuanta confusion da lugar.

Ademas de hecho esta base la utilizamos a diario en el comercio (docena, gruesa, etc.) y en la medicion del tiempo
y de angulos.

4.- BREVE ESTUDIO DE PROPIEDADES NUMERICAS EN DISTINTAS BASES

No nos detendremos en detallar el uso de la base 10, pues nos es familiar a todos; lo que si trataremos de hacer
ahora serd sefialar que existen muchas propiedades que se atribuyen particularmente como ventajas de la misma; en
tanto que podemos demostrar que no son privativas de la base 10 sino del sistema posicional y del cero en forma
explicita.

Para la verificacion posterior de algunas de esas propiedades necesitamos del teorema de la descomposicién po-
lindénica de un nimero en una base dada que a continuaciéon demostramos:

Teorema: Dada una base k > 1, todo numero natural que formalmente caracterizamos como (h g ... d ¢ b a) puede

descomponerse de modo unico en la forma
A=hg...dcba=a+bk+ck’+dk’ +..+gk™ +hk"

Demostracion: Dado un numero A le aplicamos sucesivas divisiones por la base:
A |k
a |k
b C2lk
¢ oLk

d 4

‘e

Cn1 Il‘:_
z

h
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y como cada vez dividimos por una constante (k) a un resto menor, hemos de llegar necesariamente a un C, =h <k
donde culminan las divisiones enteras o Aplicando la definicion de division entera tenemos que:

i) A=Cik+a

i) Ci=Ck+b

iii) C,=Ck+c

iV) C3: C4 k+d

V) Cn_1: hk+ g
y reemplazando ii) en i)» iii) en ii), etc. Obtenemos:

A=Ck+a=(Ck+bk+a={kkCs+c)+blk+a==kK.C;+k’c+kb+a
Con reemplazos sucesivos llegamos a que:
A=hg.dcba=hk"+gk™ +. . +dk’+ck’+bk+a

Demostraremos ahora que esta descomposicion es unica. Admitamos a tal fin que el nimero A pueda ser descom-
puesto en forma polinénica para otros valores a’, b’, ¢’, d’, etc_ menores que la base k, por lo tanto:

A=h" kK"+g kK"'+.. +¢ K+b k+a
Extraemos factor comun k de los n-1 primeros términos
A=k (h K"'+¢ k™2+ ... +¢ k+b) +a'

lo que expresaremos como A = k.X + a', pero por definicion de division a' es segun lo obtenido el resto de dividir A
por k, por lo tanto resulta a' < k y dado que la division tiene resultado unico, X no podra ser otro que C; y a' que a.
Aplicando un razonamiento similar con X =(h'k™" +g'k +.....+c' k+b') obtendremos que b=b' y quedara
un valor X' que resultara nuevamente factoreable por k en sus primeros (n-1) términos, lograndose demostrar asi
que ¢ =c' hasta h =h', con lo cual quedara en evidencia la unicidad del desarrollo de A.
Prop. 1° La base de un sistema siempre quedara indicada con el numeral 10 (que se leera "uno - cero" y no “diez”,
salvo en esta base)
La demostracion de esta propiedad es obvia. Llamemos k a nuestra base; por el teorema anterior el nimero “k”
admitira la siguiente descomposicion Unica.
k = L.k" + 0 = suma que podra escribirse como 10 por definicion de sistema posicional.
Prop. 2: Toda potencia de la base sera expresable como la unidad seguida de tanto ceros como indique el exponente

10"=%"=100..... 0

n

Por el teorema anterior admitira una descomposicion polinonica tinica de la forma

K=1K"+0Kk"" '+ ... +0K+0k+0=100...0

n
por convencion de escritura posicionaly con lo cual queda demostrada la propiedad 2.

Base(dos) Base(dicz) Base(m) Base (diez)
10" = 10 & 2'=2 10" = 10 & 3'=3
10°= 100 < 2°=4 10°= 100 < 3*=9
10" = 1000 < 2°=8 10" = 1000 <« 3°=27
10'°=10000 <« 2*=16 10'°=10000 <« 3*=381

Nota: De ahora en mas adoptaremos la notacion de Rey Pastor para inicialar la base. Un niimero ‘n’ en base ‘k’
sera n

Relaciones de orden
Pueden darse las siguientes situaciones:
1) Que busquemos comparar niumeros en una misma basey con lo que valdran las definiciones que se aplican a la
base 10, es decir: serab>aoa<bsiysolosiexisteunntal quea+n=>b
Asi en base seis; 25 > 15 0 15 <25 pues existe 10, tal que 15+ 10=25
En base cuatro, 30>22 o 22<30 pues existe 2, tal que 22 + 2 =30

También podremos afirmar que a < b siempre y cuando "a" aparezca antes que “b” en la sucesion numérica
elaborada en la base en que se baja.

Ejemplos: 13(4 < 20(4 ) 12 10 <21 (10
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ii) Que busquemos comparar ntimeros en distintas bases, lo que dara lugar a comparar:
a) nimeros de numerales iguales en bases distintas: con lo que se evidencia que sera mayor el numero que
pertenezca a la base mas grande si los numerales son de 2 0 mas digitos y seran iguales si los numerales
son de un digito.

Ejemplos: 1l3<1lp ; 78=70
23(6 > 23(4 5 2(3 = 2(12

b) nimeros de numerales distintos en bases distintas, con lo que puede acontecer en sintesis:

NUMERALES BASES NUMEROS EJEMPLOS
"a" > "h" | base de a > base de b a>b 32 5 > 7230
(5 (5
"a" < "p" | base de a > base de b a f b 20(7 < 32(5
13(6 = 12(,4
J > (
1 5 12)(3
"a' > "b'" | base de a < base de as < 42
as e base de b =b 4() 44C6
Q0. = L
LZVU &)(b
] 102(3 »a21 4
"a" < "b" | base de a < basea deb | a<b 100,, < lll(,
(2 4

En los casos de duda aconsejamos que, dado que el sistema en base diez es de dominio comung se lleven los niime-
ros a comparar a esta base (podria ser cualquier otra) quedando asi en evidencia su relacion de igualdad y desigual-
dad. Esto se hace casi imprescindible en el segundo y tercer caso.

Ejemplo: Comparar 46 y 320
467 =3400 ; 3204 =200,
467 > 3204

Concepto de Numero Primo

El concepto de niumero primo definido como el nimero que siendo distinto de 0 y 1, es divisible tan solo por 1y
por si mismo también es otra propiedad trascendente a la base 10, es decir, es valido para cualquier base.

Por ejemplo podemos comprobar que los siguientes niimeros primos en base 10, lo son en cualquier base:

BASE 10 BASE2 BASE 5 BASE 6
2 10 2 2
3 11 3 3
11 1011 21 15
17 10001 32 25

En cuanto al encuentro de una ley que permita engendrar nimeros primos o identificarlos constituye uno de los mas
antiguos desafios matematicos aun no resueltos. Nos valga por el momento la regla practica que dice que para re-
conocer si un numero es primo se lo dividira sucesivamente por los nimeros primos menores que ¢l (ordenados de
menor a mayor). Si se /lega a una division en la cual el cociente es menor que al divisor, sin haber obtenido resto
cero, el nimero es 'primo'.
Ejemplo: Verificar si 17,,,. es primo

17 |2 17| 3 17 |5

1 8 2 5 2 3
y habiendo obtenido un cociente 3 menor que el divisor 5, aseguramos que 170 es primo. Notar que no necesita-
mos dividir por 7, 11 y 13, que son los primos que completan la sucesion de los menores que 17.
Lo mismo podemos comprobar en cualquier otra base, por ejemplo en la base dos, donde 17,0 = 10001,

10001, 1% 10001,[1le 10001101,
0001 1000, 0101 101 11 llg
10 10

Criterios de paridad en las distintas bases
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Admitiendo que un numero sera para siempre y cuando sea divisible por dos, deberemos demostrar su posibilidad de
reconocimiento en las distintas bases, puesto que la regla practica utilizable en base 10: "Todo niimero que termina en
0 o en cifra par es divisible por 2” no es valida en bases como la tres (donde por ejemplo el 4, se escribe el 8o =22
;el 1640 = 1214 ; el 2010 =202 ; 0 en la base cinco, donde 8 (;0=13;s ; 1640=31; ; 2040 =40 ; etc.

Veremos, pues, de demostrar una regla general que permita la clasificacion de nimeros pares e impares cualquiera
sea la base en que trabajemos.

Sea el numeral A = abcde, que tomamos de cinco cifras por ejemplo. Segun el teorema de descomposicion polino-
nica, en base 10 y en base 3 este numeral vale, respectivamente:

abcdep =e+d.10+¢.10° + b.10° + a.10*
abede; =e+d.3+c.3°+b.3°+a. 3"

generalizando para cualquier base, podemos poner:

abedeonin = € + d.(2n+h) + c. (2n-hh)* + b.(2n-fh)’ + a. 2n+h)* (1)

siendo (2n+h) la base, que cuando h=I1 sera impar y cuando h=2 sera par (con n=0,1,2, ...)

Desarrollando ec.(l) obtenemos

abcden: = € + 2nd + hd + 4n’c + 4nhc + ch’® + 8n’b 4- 12n°hb + 6nh” + bh’ + 16n*a + 32n’ha + 24n’h’a + 8nh’ + ah*

donde:

1) si h=2 todos los términos posteriores a “e” seran pares y por lo tanto bastara demostrar que "e" también lo sea
para que el numero sea par 5 de lo que se deduce que: si la base es par, la cifra de las unidades simples debe ser
divisible por dos para que el numero sea par

ii) si h =1 debera verificarse que:

e+tdh+ch’+ bh’+ah’*=a+b+c+d+a

sea divisible por dos, de lo que deducimos: si la base es impary la suma de las cifras debe ser divisible por 2 para
que el nimero sea par

Observaciones: A raiz de la demostracion anterior queremos sefialar un error que se comete con cierta frecuencia
en la enseflanza y que es no puntualizar suficientemente la distincion entre una definicion o propiedad y la regla
practica para su reconocimiento o verificacion, como acontece en el caso de la paridad.

A menudo si preguntamos a. un alumno “;cuando un numero es par?", nos contestara “cuando la cifra de la unida-
des es 0 o multiplo de 2", en lugar de darnos la definicion de paridad (enunciada mas arriba).

Criterio de divisibilidad por tres en distintas bases
Verificaremos con otro ejemplo la distincion del criterio .de divisibilidad por 3 restringido a base 10 y el criterio
general verificable para cualquier base.
Se pueden presentar dos situaciones:
a) que la base k sea multiplo de 3 (o sea k = 0 modulo 3)
b) que la base k no sea multiplo de 3 ( k = 1 modulo 3 o bien k =2 modulo 3), que pasaremos a analizar.
a) Si la base k es 0 modulo 3 el desarrollo polinomio de cualquier nimero sera de la forma:

abcde=e+dk+ck’+bk +ak+...

donde siendo k un multiplo de 3, cualquier k" también lo serd; por lo tanto, todos los productos donde figura la base
seran multiplos de 3 y podremos enunciar la siguiente consecuencia.
- Si la base es multiplo de 3 (k = O modulo 3); para que el numero sea divisible por 3, la cifra de las unidades sim-
ples debera ser 0 o multiplo de 3.
Ejemplos:

2033 ; 136 5 306 ; 1239 seran divisibles por 3.

b) En caso de que la base no sea multiplo de 3 podra ser de forma
1) k=1mod. 3 y podra escribirse como k= (3.m + 1) donde m vale 0, 1, 2, etc. Por ejemplo: by ; b7 ; bao ; etc.
ii) k =2 mod. 3 y podr4 escribirse como k= (3,n - 1) donde n vale 1, 2, 3, etc. Por ejemplos b, ; bs ; b ; etc.

Para 1) tendremos el siguiente desarrollo

..abede=¢ +dBm+ 1)+ cBm+1)* +bBm+ 1) +aBm + 1)* +... = e + 3md + d + 3’m’c + 2.3mc + ¢ + 3’m’b +
3.3m’b+33mb+b+3' m*a+4.3 ma+63 ma+43mata+t..
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de donde deducimos que: para que un numero escrito en una base k = 1. mod. 3 sea divisible por 3 bastara compro-
bar que la suma de sus cifras sea multiplo de 3
Ejemplos

124 5 247 5 7200 seran divisibles por 3
Para ii) al desarrollo sera:
...abcde=e+dBn- 1) +c(3n- 1) +bBn-1Y +aBn- )+ .=e+3nd-d+3’m’c-2.3mc + ¢+ 3’m’b — 3.3
m’b +3.3mb-b+3'm*a-4.3’m’a+6.3’m’a+4.3ma+a+...
de donde inferimos que: para que un numero escrito en "una base k = 2 madd. 3, sea, divisible por 3 bastara com-
probar que la suma de las cifras que ocupan lugares impares, menos la suma de las cifras que ocupan lugares pares,

sea 0 o multiplo de 3.
Ejemplos.

11 ; 30s ; 635 ,sondivisibles por 3.

Siendo la demostracion andloga a la anterior, hacemos notar que al criterio de divisibilidad por 11, sera formal-
mente igual al criterio de divisibilidad por el numero base mas 1 (k + 1 =104 + 1), en cualquier base.
Analogamente, el criterio de divisibilidad por 9, sera formalmente igual al criterio de divisibilidad por el nimero
base menos 1 (k-1 =10 - 1)3 en cualquier base.

Numeros fraccionarios en las distintas bases. Fracciones “n-ales”

Dejaremos de lado las operaciones de suma, resta, multiplicacion y division entera en cada base por guardar total
afinidad con la forma de trabajo en base diez, pasando a considerar los niimeros racionales, especialmente en la
nocion de fraccion decimal y su equivalente en las distintas bases.

Por similitud con la base;y definiremos como fracciéon “n-al” (binal, ternal, cuaternal, quintal, ..., decimal, etc.) en
cada base, a aquella que tiene por denominador la base o potencia de ella, es decir, la que tiene por denominador la
unidad seguida de ceros. Por ejemplo:

- En b, seran fracc. "binales": 11 ; 110
100 1000
- Enbs seran fracc. "quinales": 132 ; 44
10 100000
-En b, seran fracc. "duodecimales" : 48 ; AB
100 1000

Admitiremos que estas fracciones pueden ser expresadas bajo la forma de "ntimeros n-ales", como (respectivamente):

0,11(2 N 0,110(2
13,2(5 ) 0,0044(5
0,48(12 N 0,0AB(lz

Nos interesa saber cuales de las fracciones no "n-ales" pueden ser transformadas en "n-ales".

Al igual que se verifica en base( o no sera posible tal transformacion sino tan solo en aquellas fracciones cuyo de-
nominador pueda expresarse como producto de los distintos factores de la base, elevado o no 5 cada factor, a cual-
quier potencia entera.

De lo que se deduce que en las bases dos, tres, cinco y en general en todas las bases primas no seran fracciones “n-
ales”, ni posibles de ser transformadas en tales, salvo aquellas fracciones cuyo denominador sea la propia base o
potencia entera de 1a misma.

Ejemplos:

ﬁ no sera posible de ser transformada a binal, pues 1100 no es potencia de la base, ni habra forma de
(2

multiplicarlo de modo de obtenerla. (Esta fraccion en by representa 7/12 y no existe ningin n que multipli-
cado por 12 de una potencia de 2 , ya que 12 no solo es divisible de 2, sino de 3 también).

55 o tendra fraccion equivalente ternal (en by, representa a 2/17 y ningin multiplo de 17 coincidird con
@3

una potencia entera de 3).
En las bases factoreables como cuatro, seis, nueve, diez, etc. podremos encontrar posibilidades de transforma-
cion de fracciones ordinarias en fracciones "ni-ales”, siempre y cuando el denominador esté constituido tan solo por
factores o potencias de factores de la base, segun puntualizamos oportunamente.
Ejemplos:
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La fraccion ordinaria Z—admltlra la transformacion a fraccion cuaternal multiplicando numerador y denominador
(4

por 2:
3 3 2 12

X —=—
2(4 2(4_ 2(4 10(4
Analogamente:
33 33 20 1320

= X =

20, 20(4 20 1000
15 15 2 _ 30
306 3046 2( 100G

En el siguiente cuadro daremos ejemplos donde se visualiza que fracciones convertibles a “n-ales” en una base, no
lo son en otras.

I i i
[ i b P _ib.n|b,b1]bf§!
|E““Lc*i (2 (3 4 1 (5 (5 G B e (13 (1
| L 1 ! 1 1 11 IR
E} 5 i i £ 13 2 L |
| ordin. . % 3 5 T 7 7 R = | Tz
; i ~ - = : P £ A = = 4 | i
| i . - 1 |
| | a \ ] 3 A 5 | |
| ||* —a1 }_ 1 _ & _ _ 2
| g 0 I 5 | 10| ;
A el SOV St S o B M SN (N
. I . X |
. . |
ordin. I: | - |
: L1 | :
i i | i
|
1‘n_allr - i i 1]
Y P |
= ——
| ordin, | 2911
11
i
i||I1_a]_rf -
.
I i |
| BTN
i ordin. | _ﬁ"_ !
i E1G01
i |
LS AL
i |

Nota: Cualquier fracciones “n-al” en una base, lo sera en cualquier base multiplo de la misma.

Numeros periddicos en las distintas bases

Nos resta preguntarnos ;qué acontece con las fracciones no reducibles a “n-ales”?. Las fracciones no reducibles a
“n-ales” nos enfrentan con los nimeros o expresiones periodicas y ya podemos deducir de lo anterior que asi como
una fraccion que es “n-al” en una base no lo es en otra, también pasara que fracciones que dan lugar a expresiones
periddicas en una base no lo seran en otras.

Ejemplos: Tomando ejemplos del cuadro anterior, obtenemos:

L =0111..=0,14 1 —0,101010... = 0,0,
o ( " (
= =3313131... = 3,31 —=0222..= 0,2

(5 5
12 a 21 A= 1 A
3—(32 0,2(3 EZ 0'304153(6 2—(72 0,3(7
2 20,31 2L = 0,71200100201102212202,5
3(s ( 2215 (
1 ) 2 - 31 e —
% = 0, 4(9 % = 0, 4(7 Tl(;, = 0, 2011013223(4
1 = 2 ~ 3
m - 0, 5(11 3(? - 0, 6(10 22(10 - 0, 136(10

Reglas de transformacion de numeros periddicos a fracciones ordinarias




Pagina 15 de 16

Finalmente demostraremos a continuacion las reglas generalizadas de transformacion de un numero “n-al” periodi-
co puro y peridodico mixto a fraccion ordinaria para cualquier base.

i) Periodico puro: Sea un niimero “a” dividido por otro “b”, y cuyo periodo sea de m cifras. Y como ejemplo, su-
pongamos que m = 3.
Expresado como acostumbramos:

g | by

- - 0.('(lem

a
En consecuencia reconstruyendo la formula de division entera, obtenemos que ax = by . 0,cde + 0,00a . Multipli-
cando por la base elevada al cubo:

IOOO(k LAk T b(k . cde(k-i- Ak
(IOOO(k - l)a(k = b(k .cac

Ak _ cde(k
b 100001
formula que nos dice que la fraccion de la cual se obtiene un numero periddico puro se forma poniendo en el nume-
rador el periodo y en el denominador k™ - 1 que es igual al mayor nimero menor que la base repetido tantas veces
como cifras tenga el periodo.
Ejemplos:
0,10, =—— (Obs.:2*-1=11;)

2L =2 (Qbs.:5-1=445)

0, 1(5 = 44(52 = 3(5

ii) Periodico mixto: Supongamos un numero “a dividido por otro “b” y cuyo cociente sea una expresion mixta de
la forma 0.,cdedede.... = 0,cde; tendremos entonces que ax = b . 0,cde + 0,00r (donde r es el resto después de
haber obtenido el cociente 0,cde .

Multiplicando por 1000 ambos miembros:

1000 . a = b . cdeg + 1
ademas sabemos que
10k. ax = b . coc + 1k
restando la expresion (2) a la (1) y factoreando obtenemos:
(1000¢-10¢).ax = by (cdeq - ca)

a(k _ CdE(k - C(k

b 1000 — 10

lo que indica que todo numero periddico mixto puede expresarse como una fraccion cuyo numerador es la diferen-
cia entre la parte no periddica seguida del per yodo, menos la parte no periodica, y el denominador estd formado
por la mayor cifra menor que la base en que se trabaja repetida tantas veces como cifras tenga el periodo, seguida
de tantos ceros como cifras tenga la parte no periodica.
Ejemplos:

73-7 _ 66 _ 11
9010 9010 15(10

453-45 _ 403
50006 500

Se deduce de lo anterior que aquellas expresiones periddica puras de periodo menor que la base en una unidad, son
iguales al numero entero que se obtiene sumando 1 a su parte entera.

Ejemplos:
0,1(5 = i = 1(5
45
_ 3 21
2, 34’(4 = 2(4_ +— = 3(4

3¢ 3@
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APENDICE 1: Tabla de Numerales en distintas bases

| T ' ' |
Pe || e ] Pe | e Pa | e ' Pea [Pao (Pan [Paz ]
al 0 0 0 0 ) 0 G 0 0 n
1 1 1 1 1 1 1 1 i 1 1
o 2 2 2 2 > j 2 2 2 2
1! 10 3 33 3003 30 3 3 3
100/ 11 | 10 2 4 A 1 4 4 4
191 12 11 HER B 5 5 5 5 5 5 |
110| 20 12 1 11| 1o 6 6 5 5 6 &
1L 21 | 13| 12 11| 10 7 7 7 7 7
10001 22 20 L3 iz 11| 1w B g 5 3
1001 100 21 16|13 12 | 11 10 3 9 9
1010 101 22 2l 14 13 12 11 i A
1011 102 23 J 21 j 15 14 13 12 i1 10 3
1103| 110 3 22 | 29 15 14 13 17 11 10
01| 111 | 31| 23 20| 16 [ 15| 14 | 13 T T
119! 112 32 24 {2 20 | 16 15 | 14 13 12
t111) 120 | 33 ‘ 35 | 23 21 17 16 13 14 13 |
10000, 121 | 100 31 } 2% 22 20 17 14 15 14
19001} 122 | 101 | 22 | 25 | 23| 21| 18| 17| 14| 15
10010| 200 | 102 | 33§ 30 s 0 22| 20| 120 17 15
15011} 201 | 103 | 3/ : 30 25 23 21 15 13 17
10100] 202 | 119 | 43 | 32 26 24 22 20 19 18
10101} 210 | 111 | &l | 33| 30| 25| 23| 21| 1a| 18

5. CONCLUSIONES:
A través de los puntos anteriormente expresados, queden como sintesis de los mismos las siguientes observaciones:

i) La necesidad de diferenciar las tres acepciones de la palabra base, ya que son varios los autores de texto de es-
cuela secundaria y matematica elemental que definen base como el "cardinal del conjunto de simbolos graficos",
pero sin puntualizar que esa definicion se torna correcta porque ellos la estdn dando dentro del concepto de sistema
posicional decimal, binario o “n-al” de uso actual, pero que no lo es si englobarnos sistemas de numeracion primi-
tivos (y ellos suelen tomarlos como ejemplos de sistemas aditivos, multiplicativos o posicionales).

ii) La necesidad de propiciar una definicién mas general del término "base" independiente de la naturaleza posicio-
nal o no del sistema y facilmente desentrafiable de la observacion del mismo.

ii1) La necesidad de puntualizar el hecho de que existen propiedades que se presentan como ventajas de la base
diez, pero que no son tales, pues se manifiestan también en el uso de otras bases.
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