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1. Multiplo de 7

A una persona cuya edad oscila entre 9 y 100 afios se le pide que escriba su edad 3 veces
consecutivas, de tal manera de formar un nimero de 6 digitos (por ejemplo: 484848).
Demostrar que este numero es divisible por 7.

2. ¢{Es cierto?
Si divido a 74 por 3 su resto es 2, porque 7+4 es 11y 1+ 1 es 2 ées cierto esto? ¢Vale para
todos los numeros naturales?

3. Multiplo de 6

Alex tiene n cubos pequefios de igual tamafno. Con ellos él trata de construir el cubo mas
grande posible. Pero descubre que le falta exactamente una fila de cubos pequefios que
hubieran formado una arista del cubo grande. Demostrar que n es divisible por 6.

4. Paridad. Muiltiplo de 8.
El cuadrado de cualquier nimero impar es 1 mas que cualquier multiplo de 8
(Ejemplos: 5%= 1+ 8x3; 9% =1 + 8x10). ¢Es cierto?

5. Multiplo de 5. Congruencia médulo
a) ¢Es posible saber, sin hacer la cuenta, si los resultados de cada uno de los siguientes
calculos son multiplos de 5? Justificar.

5x1748317 + 2

5x1748318 + 30

5x1748319 + 32

5x1748320 + 132



b) ¢Cuadl es el resto de dividir cada uno de los nimeros anteriores por 10? (No haga la
cuenta)
c) éEs verdad que si se divide por 10 un multiplo de 5, se obtiene como resto 0 6 5?

6. Desafio
Analiza los siguientes criterios “no tradicionales” y justifica si son o no vélidos:

a) Dado un numero de tres cifras, sila suma de las cifras de sus centenas y decenas
multiplicada por 4 y sumada a las unidades da por resultado numero divisible por 6,
ese numero es divisible por 6

b) Dado un numero de tres cifras, si el doble de la cifra de las centenas, mas el triple de
las cifra de las decenas, mas la cifra de las unidades, es multiplo de 7, ese niumero es
divisible por 7.

c) Silasuma de las cifras de un numero es divisible por 4, ese numero es divisible por
4,

d) Dado un numero de tres cifras, si la suma del cuadruplo de la cifra de las centenas,
mas el doble de la cifra de las decenas, mas la cifra de las unidades, es multiplo de 8,
el nimero es divisible por 8.

POSIBLES SOLUCIONES

1. Si la edad de la persona estd entre 9 y 99 aiios, el nUmero que la representa tiene dos
cifras.
Sea AB ese numero, si lo reiteramos tres veces el nimero obtenido es ABABAB.

Haciendo la descomposicion en potencias de 10 del mismo se tiene que:
ABABAB = A.100000 + B.10000 + A.1000 +B.100 +A.10 + B.1
= A( 100000+1000+10) + B.(10000+100+1)
=A.101010 + B.10101 donde 101010y 10101 son multiplos de 7 (verificarlo) .

Como el producto de multiplos de 7 es multiplo de 7 y la suma de multiplos de 7 también lo
es, resulta que el nimero ABABAB es multiplo de 7.

2. No es cierto, basta probar por ejemplo con 59 dividido 3. Da como resto 2, sin embargo
5+9 =14, 1+4 = 5. (Usamos un contraejemplo)

3. Llamemos a a la arista del cubo incompleto. Descomponiendo este cuerpo en dos partes y
calculando la cantidad de cubitos de ambas partes tenemos:

(@a—1)xaxa+(a—1)xaxl=n
O sea a-a’+a’—a=a’-a=n
Factorizando:ax (a°—1)=ax(a+1)x(a—1)

Este Ultimo producto corresponde a la multiplicacidon de 3 nimeros consecutivos.
El producto de 3 nimeros consecutivos es multiplo de 6 dado que, por un lado, es multiplo
de 2 (por lo menos uno de los tres nimeros es par, por lo tanto al multiplicar por otro/s el



resultado es par). Por otro lado es multiplo de 3 ya que en tres nimeros consecutivos, uno
de ellos debe ser multiplo de 3. En consecuencia este producto es multiplo de 6.

Se puede hacer esta demostracion por el Método de Induccidon completa, que se utiliza para
demostrar propiedades de los numeros naturales. Este principio indica que si una propiedad
se cumple para unl primer elemento, y después se puede verificar que si se cumple para
cualquiera también se cumple para el siguiente, entonces queda demostrado que se cumple
para cualquier nimero natural.

Se puede ilustrar esta demostracion con el “efecto domind”: Si colocamos piezas de dominé
paradas una detras de otra y hacemos caer el primer dominé de (la) una serie, y nos
aseguramos que si se cae una ficha cualquiera ésta hace voltear la siguiente, esto nos
asegura que todos caeran.

Volviendo a nuestro problema, la propiedad para el 1° elemento (suponiendo empezar
desde n = 1) seria:

P(1): a®>—a=1°-1=0se cumple ya que 0 es mdltiplo de cualquier nimero, en
particular el 6.
Supongo que si se cumple para cualquier valor h, se cumplird para el siguiente h + 1, 0 sea:
P(h) =>P(h + 1)
Partimos entonces de que P(h) es verdadero, o sea que h®> — h es mdltiplo de 6.
Tengo que demostrar que la propiedad para h + 1 también lo es.
Plh+1)=(h+1)>°-(h+1)=h*+3h*+3h+1-h—-1=h>+3h’+2h
Se sustituye por conveniencia 2h por 3h — h y asociando llegamos a:
Plh+1)=h>~h+3h’+3h=h*-h+3(h’+h)=h’~h+3(h+1)h

Los dos primeros términos son multiplos de 6 porque asi se habia supuesto desde un
principio (lo que se denomina hipdtesis inductiva), y el tltimo término también lo es porque
por un lado es multiplo de 3 (evidente) y por otro lado, también es multiplo de dos porque
los dos ultimos factores son numeros consecutivos, en consecuencia uno de los dos es par.
Conclusion, toda la expresion es multiplo de 6.

4. Si, es cierto. Expresando esta proposicién en forma simbdlica se tiene:
(2k+1)°=1+8x
Desarrollando el cuadrado: 4k® +4k +1 =1+ 8x

Cancelando 4k% + 4k = 8x

Sacando factor comun 4(k? + k) = 8x
k® + k = 2x
k(k+1)=2x

Llegamos a la conclusidn que esta igualdad es cierta ya que el producto de dos nimeros
consecutivos siempre es un nliimero par, pues uno de ellos seguro que es par.

5. a) Si es posible. El primer término de cada expresion es multiplo de 5, sélo resta
comprobar que el segundo término lo sea (comprobar con el criterio de divisibilidad). Si es
asi, la suma lo sera.



b) En 5 x 1748318 + 30 el resto es 0, dado que al ser un nimero par el factor del primer
término, ese término es multiplo de 10, como asi también lo es el 30, por lo tanto la suma
también lo es.

En 5x 1748320 + 132 el resto es 2, andlogamente al razonamiento anterior.

En5x 1748317 + 2 el resto es 7, pues el primer término es multiplo de 5 pero no de 10, por
lo tanto el resto es 5 + 2.

En5x 1748319 + 32 el resto es 7, 5 del primer término y 2 del segundo.

Si. Los multiplos de 5 terminan en 0 0 en 5. Si terminan en 0 también son multiplos de 10
(resto 0) y si terminan en 5 el resto es 5.

6.

a) Sea ABC el niumero dado.

Si (A +B).4+Ces multiplo de 6 queremos demostrar que ABC es multiplo de 6.
Si(A+B).4+ Ces multiplo de 6, C debe ser par porque el primer término es par, por lo
tanto ABC también es par.

Resta demostrar que ABC es multiplo de 3.

(A+B) .4 + C=es bk

(A+B) .3 + (A+B) + C = 6k (descomponiendo el primer término en forma conveniente)
(A+B).3+A+B+C=6k

=>A+B+C=6k-3.(A+B) =3.[2k—- (A + B)] que es multiplo de 3 => ABC es multiplo de 3.
Por lo tanto ABC es multiplo de 6.

Presentamos otra demostracion que, si bien no es tan general, se puede acercar mas al
desarrollo que puede llegar a hacer un alumno, esto es analizando cada caso de paridad.

Los valores posibles de Cson: 0, 2, 4, 6, 8.
Si C =006 6 entonces
(A+B) .4+ C=6k
(A+B) . 4 = 6k
=>(A+B) =3/2 k
=> k debe ser par para A+B sea una expresion entera. Si k es par entonces (A+B) =
3.k’ (con 'k entero), por lo tanto A+B+C es multiplo de 3 dado que C es 0 6 6. Esto significa
qgue ABC es multiplo de 3.
SiC=2
= (A+B).4 +C=6k
= (A+B)=3/2k-%
K debe ser impar para que A+B sea entero
=>A+B=3/2(2k' +1) - % =3k +3/2 =% =3k'+ 1.
Por lo tanto A+B+C = 3k” + 3 que es multiplo de 3. Esto quiere decir que ABC es multiplo
de 3.
SiC=4
= (A+B).4+C=6k
= (A+B)=3/2k-1
K debe ser par para que A+B sea entero
=>A+B=3/2(2k’)-1=3k" - 1.
Por lo tanto A+B+C =3k -1 + 4 =3k " + 3 que es multiplo de 3. Esto quiere decir que ABC
es multiplo de 3.
SiCc=8
= (A+B).4+C=6k




= (A+B)=3/2k-1

K debe ser par para que A+B sea entero

=>A+B =3/2(2k’)-2=3k" -2

Por lo tanto A+B+C =3k -2 + 8 = 3k " + 6 que es multiplo de 3. Esto quiere decir que ABC
es multiplo de 3.

b) Un nimero es multiplo de 7 si el nimero formado por sus cifras sin tener en cuenta la
unidad menos 2 veces la unidad es cero o multiplo de 7. Si el nUmero en cuestidon es ABC
debe cumplirse que AB — 2C = es multiplo, o sea 10A + B—2C es multiplo de 7.

Se sabe que 2A + 3B+ C =7k

Multiplicando ambos miembros por 5:

10A+15B+5C=7k’

Restando 14B en ambos miembros:

10A+B+5C=7k"-14B

Restando 7C a ambos miembros:

10A +B-2C =7k’ -14B - 7C, => AB — 2C es multiplo de 7, por lo tanto ABC es multiplo de 7.

c) No es valido. Contraejemplo: el 22, 2+2=4 sin embargo el 22 no es multiplo de 4.

d) Sea el nimero ABC

Si 4A + 2B + C es multiplo de 8 entonces ABC es multiplo de 8.

Para que un numero sea multiplo de 8 debe ser par y multiplo de 4 (o sea que sus dos
ultimas cifras sean ceros o multiplo de 4).

C es par porqgue los dos primeros términos de la expresién lo son y la suma también.
Entonces C es par, con lo cual ABC es par.

*Hay que demostrar que ABC es multiplo de 4. Para ello AB debe ser multiplo de 4, es decir
que 10B + C debe ser multiplo de 4.

Pero sabemos que 4A + 2B + C es multiplo de 8, con lo cual también lo es de 4:

4A + 2B+ C=4k

Sumando 8 B y restando 4A a ambos miembros resulta:

10B + C=BC = 4k + 8B — 4A que es multiplo de 4, por lo tanto ABC es multiplo de 4.

*QOtra demostracién analizando los distintos valores de C.
Si Ces parentoncesC=0, 2,4,6u8.
Queda demostrar que ABC es multiplo de 4.
SiC=004
4A + 2B + C es multiplo de 8
= 4A+2B=8k-C
= 2B es multiplo de 4
= BesparyC=0
= BC=2x.10+0 =20x=4.5x = multiplo de 4, por lo tanto ABC es multiplo de 4.
SiC=4=>BC=2x.10+4=4.(5x+ 1 )=multiplo de 4, por lo tanto ABC también lo es.
SiC=266
4A + 2B + C es multiplo de 8
= 4A+2B=8k-2



2A+B=4k-1
B=4k-2a-1=2.(2k-A)-1
BesimparyC=2
BC=(2x+1).10+2 =20x+ 10+ 2 =4.(5x + 6) = multiplo de 4, por lo tanto ABC es
multiplo de 4.
Si C = 6 la demostracidn es analoga.
Sic=8
4A + 2B + C es multiplo de 8
4A +2B=8k—-8
2B es multiplo de 4
BesparyC=8
BC=2x.10+8 =20x + 8 =4. (5x + 2) = multiplo de 4, por lo tanto ABC es multiplo
de 4.
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iA trabajar con nuestros alumnos!!! Siempre la Teoria de nliimeros despierta curiosidad y
sorpresa.



